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iscretizacién es un an-

glicismo que ain no es

aceptado por la Real Aca-

demia Espafiola. Es un

concepto importante que

cruza todos los campos
relacionados con Ingenieria y Ciencia
Computacional, y que da soporte a la
computacién grafica, la visualizacién
cientifica, la visualizacién realista, el
disefio de las arquitecturas de hardware
gréficas, y todas las aplicaciones de estos
temas. Se refiere a la necesidad de mo-
delar objetos geométricos continuos en
base a una cantidad finita y adecuada de
informacion para los fines requeridos por
una aplicacion especifica. En este articu-
lo revisamos el uso interdisciplinario de
estas ideas y lo relacionamos con inves-
tigacion realizada en el Departamento de
Ciencias de la Computacion de la Uni-
versidad de Chile.
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Figura 1 « (a) Modelo discreto:

DISCRETIZACION
DE SUPERFICIES

Para introducir el tema consideremos
una geometria simple: una placa plana
rectangular y sin grosor en dos dimen-
siones. La modelaciéon computacional
mas simple de esta geometria consiste en
seleccionar un conjunto finito y ordena-
do de puntos (arreglo o matriz) sobre la
superficie de la placa que se usa como
base para construir una aproximacion
del objeto geométrico. Con estos datos
se puede usar este mismo modelo discre-
to simple para aproximar la geometria
continua (ver Figura 1a), lo que permite
definir funciones discretas sobre estos
puntos como los usados en los métodos
de diferencias finitas. Una alternativa
mas compleja es construir una aproxi-
macioén poligonal de la geometria de la

placa en base a cuadrilateros o tridngulos
(Figuras 1b y 1c). En estos dos ultimos
casos se tiene una aproximacién conti-
nua de la superficie construida en base a
los puntos discretos de la Figura 1a que
se transforman en vértices de la malla de
cuadrilateros (Figura 1b) y de la triangu-
lacién (Figura 1c). Las aproximaciones
poligonales tienen la ventaja de ser su-
perficies continuas, donde cada poligono
esta definido por la ecuacién de un pla-
no; tiene area definida y normal asocia-
da. Sobre estas mallas de poligonos se
pueden definir funciones con distintos
grados de continuidad, de acuerdo a los
requerimientos de aplicaciones comple-
jas. También permite realizar trabajo so-
fisticado de visualizacion, que requiere
de modelos de iluminacion que necesitan
las normales a la geometria para pintar
el objeto.
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conjunto de puntos. (b) Malla de cuadrilateros. (c) Triangulacién (malla de tridngulos).
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EJEMPLOS DE
DISCRETIZACIONES
POLIGONALES

Modelos poligonales mas avanzados se
ilustran en las Figuras 2 y 3. La Figura
2 muestra dos triangulaciones de la su-
perficie del Lago Superior, compartido
entre Canada y Estados Unidos. La trian-
gulacion 2a se ha construido en base a
una aproximacién poligonal del borde
de dicho lago. Observe que los vértices
de la triangulacién corresponden so6lo a
los vértices del poligono y por esta razén
hay muchos triangulos tipo agujas que
son inaceptables para muchas aplicacio-
nes. Para la Figura 2b se ha seleccionado
automdticamente un conjunto irregu-
lar de puntos interiores para modelar la
superficie del Lago Superior con tridn-
gulos de buena calidad (dngulo peque-
fio mayor a 30°) mediante el algoritmo
Lepp-Delaunay centroide desarrollado e
implementado por nuestro grupo de in-
vestigacién. La Figura 3 ilustra la mode-
lacién de un terreno con triangulaciones.
La triangulacion se ha obtenido usando
un algoritmo de simplificacién a partir
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de un reticulado de datos obtenidos por
satélite. Se ha utilizado sé6lo el 5% de los
datos para construir una triangulacién de
buena calidad geométrica bien adaptada
a la topografia.

METODOS
NUMERICOS PARA
ECUACIONES
DIFERENCIALES

La gran mayoria de los métodos numéri-
cos para analizar o simular computacio-
nalmente fenémenos fisicos, requieren
de la discretizacién de una geometria
asociada, como las requeridas para feno-
menos fisicos modelados por ecuaciones
diferenciales ordinarias y por ecuaciones
diferenciales parciales.

En el caso de problemas modelados
por Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDP) en dos dimensiones, es necesario
discretizar el dominio o geometria
bidimensional asociada. Los métodos
numéricos mas usados para problemas
modelados por EDPs, son el método
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de diferencias finitas y el método de
elementos finitos que ejemplificaremos
con problemas de estado estacionario
(ecuacion de Laplace, ecuaciéon de
Poisson, ecuaciones elipticas en general).
El método de diferencias finitas es
intuitivo y simple de explicar y entender.
Para el caso particular de un dominio
rectangular se utiliza una discretizacion
como la ilustrada en la Figura 1la
(conjunto ordenado de puntos discretos),
y se aproxima la ecuacié6n diferencial por
una ecuacioén de diferencias sobre cada
punto de este reticulado, lo que conduce
a resolver numéricamente un sistema de
ecuaciones. La solucién numérica de la
EDP es una funcién discreta definida
sobre el dominio discreto.

El método de elementos finitos en cam-
bio “resuelve” numéricamente un pro-
blema mateméticamente mas complejo,
equivalente al problema de EDP. Este
requiere que el dominio sea aproximado
por una malla de poligonos, sobre el cual
se construye una solucién numérica con
mayor grado de continuidad. Tiene la
ventaja de manejar adecuadamente geo-
metrias mas complejas mediante mallas

Figura 2 » Lago Superior: (a) Triangulacién del borde del poligono. (b) Triangulacién de buena calidad (angulos mayores o iguales a 30°),
obtenida con algoritmo Lepp-Delaunay centroide (Rodriguez, Rivara).
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Figura 3 ¢ Triangulacion obtenida mediante un algoritmo de simplificacion a partir de datos de
satélite (usa el 5% de los datos). Trabajo conjunto de la profesora Rivara con investigadores de
la Universidad de Gerona (Marité Guerrieri, Narcin Coll, Antoni Sellares).

irregulares. En la Figura 5 se muestra
la triangulacioén y la solucién lineal de
elementos finitos del problema descrito
por la ecuacion de Poisson y las con-
diciones de borde de la Figura 4 sobre
un cuadrado unitario. Para obtener esta
solucién numérica con buena precision,
se ha usado un método de elementos
finitos adaptativo que a partir de una
triangulacion simple del dominio (cua-
drado dividido en dos tridngulos rectan-
gulos) construye automdticamente una
discretizacion adaptada a la solucién
del problema. Estos resultados se han
obtenido con el software desarrollado
por Eduardo Mercader, en su memoria
de Ingenieria Civil en Computacién. La
Figura 6a muestra una triangulacion en

tres dimensiones (malla de tetraedros)
que aproxima la geometria del corazon,
gentileza de Chandrajit Bajaj de la Uni-
versidad de Texas en Austin, Estados
Unidos.

PANTALLAS O
TERMINALES
GRAFICOS EN 2D

Son dispositivos tecnolégicos disefiados
y construidos también en base al con-
cepto de discretizaciéon para visualizar
imagenes computacionales. Las panta-
llas son en esencia un mundo discreto
constituido por un arreglo bidimensional
de pixeles. Cada pixel es el elemento

-Au= f,en Q=[0,1]x[0,1],

u=0 en 00

donde la solucién exacta es la funcion

u=x(x-yQly - 1)3-100((x—0.5)’+(y -0,117)2)

Figura 4

minimo del dibujo (con area mayor que
0) que se accede y pinta independiente-
mente mediante la activacion del fésforo
ubicado en el pixel. La imagen se cons-
truye en base a estas contribuciones. Por
supuesto, la calidad de la imagen (ilusion
de continuidad) depende de la resolucién
del dispositivo que corresponde al tama-
fio de la matriz de pixeles.

COMPUTACION
GRAFICA EN 3D

Es un area de la Ciencia de la Compu-
tacion cuyo objetivo es visualizar en un
dispositivo o pantalla computacional en
dos dimensiones, escenas de un “mundo”
tridimensional modelado computacio-
nalmente. Es una mezcla de tecnologia y
modelacién matematico/computacional,
a lo que se agrega el uso de una secuen-
cia de algoritmos y técnicas (agrupados
bajo el nombre técnico de rendering),
que permiten generar imagenes de buena
calidad para el sistema visual humano.
Este trabajo se basa en modelar la super-
ficie de los objetos mediante mallas de
poligonos, donde es fundamental el uso
de las normales para aplicar modelos de
iluminacién adecuados.

VISUALIZACION
REALISTA

Esta expresion se usa principalmente en
las aplicaciones del 4rea de entretencion,
juegos, y animacién 3D (obtencién de
iméagenes fotorrealistas). En general uti-
liza técnicas avanzadas de computacién
gréfica. Se inicia con la modelacién ma-
tematica y computacional de una escena
compleja en 3D, contintia con el proceso
de rendering que corresponde a la se-
cuencia de pasos necesaria para obtener
una visualizacién aceptable que incluye

transformaciones geomeétricas, proyec-
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cion, uso de modelos sofisticados de ilu-

minacién y un conjunto de algoritmos y
técnicas computacionales. Este proceso
culmina con una imagen en el dispositi-
vo que impresiona por su realismo al ob-
servador humano, como la que se mues-
tra en la Figura 7, obtenida mediante ray
tracing.

VISUALIZACION
CIENTIFICA

El objetivo es usar técnicas graficas
para ayudar al analista a comprender o
analizar la validez de los resultados de
una aplicacién de Ingenieria o Ciencia
Computacional. Se usan técnicas de
visualizacion simples y esquematicas
que resalten las caracteristicas inherentes
al estudio cientifico. En esta pagina se
visualizan mallas de tetraedros (sélo la
superficie exterior) de un fémur humano
y de la tetera de té de Utah obtenidas
por nuestro grupo de investigacion. En
el fémur se han pintado con distinto
color los tetraedros segun su calidad
geométrica. Ejemplos de otros tipos de
visualizacién cientifica se muestran en la

Figura 6.
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Figura 5 ¢ Discretizacion y visualizacion de la solucién de elementos finitos del problema de la
Figura 4, obtenida con el software desarrollado en el DCC por Eduardo Mercader.

Figura 6 * Discretizacién del corazén y visualizacion de éste, gentileza de Chandrajit Bajaj,
Universidad de Texas en Austin: (a) malla de tetraedros de elementos finitos; (b) visualizacion
tipo alambre del corazén y sus componentes; (c) las vélvulas y las camaras del corazén se han

pintado con distintos colores para diferenciarlas.

2

Figura 7 ¢ Glasses from Wikipedia Commons: imagen fotorrealista de excelente calidad

obtenida con el algoritmo de ray tracing.
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INVESTIGACION
SOBRE
TRIANGULACIONES
EN EL DCC DE LA
UNIVERSIDAD DE
CHILE

Actualmente trabajamos en dos lineas
principales de investigacion.

» Estudio teérico de aspectos abiertos
en los algoritmos Lepp-biseccién y Le-
pp-Delaunay para refinar triangulaciones
(obtencién de triangulaciones mas finas
en zonas de interés de la geometria).
Los algoritmos Lepp-biseccion son for-
mulaciones eficientes de los algoritmos
basados en la biseccién de tridngulos
(tetraedros) por la arista més larga. Per-
miten refinar local e iterativamente trian-
gulaciones, manteniendo la calidad de la
triangulacion inicial. Se utilizan principal-
mente para métodos de elementos finitos.
En trabajo previo se ha demostrado que
estos algoritmos son robustos y eficientes
(de costo lineal en el niimero de puntos
insertados). También se han utilizado am-
pliamente en aplicaciones de Ingenieria.
Recientemente hemos demostrado que en
dos dimensiones las triangulaciones que
se obtienen con el algoritmo Lepp-bisec-
ci6n son de tamailo 6ptimo (no mas refina-
das que lo necesario). En investigacién en
curso estamos trabajando también en de-
mostrar que a partir de una triangulacién
con triangulos con angulos muy pequefios
(como los de la Figura 2a) se obtienen
triangulaciones de buena calidad de tama-
fio éptimo con el algoritmo Lepp-Delau-
nay (ver Figura 2b).

* Diseflo e implementacion de algoritmos
paralelos de refinamiento de triangulacio-
nes. El objetivo es permitir el procesa-
miento de mallas muy grandes (decenas
y centenas de millones de tetraedros) que

son dificiles de manejar con algoritmos se-
riales (presentan problemas de memoria y
tiempo de procesamiento). Recientemente
hemos desarrollado algoritmos paralelos
Lepp-bisecciéon y Lepp-Delaunay 2D y
3D en ambiente multicore, que aprove-
chan las arquitecturas con varios nticleos
de los computadores actuales. Estos algo-
ritmos usan “randomizacién” para que el
procesamiento de los tridangulos sea inde-
pendiente del orden; y “pre-fetching” para
que el algoritmo sea independiente de la
arquitectura del hardware. También se han
desarrollado algoritmos paralelos de refi-
namiento de mallas sobre sistemas parale-
los con memoria distribuida.

Las imagenes del encabezado de este arti-
culo corresponden a refinamiento paralelo
con el algoritmo Lepp-bisecciéon en 3D
(Rodriguez, Rivara).
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