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a Teoria de la Informacién

puede definirse como el

estudio de la cantidad de

informacién que contiene

un mensaje, o que puede

codificarse en un mensaje.
De la mera definicién se hace evidente
su relevancia en areas tan amplias de la
Computaciéon como el almacenamiento
eficiente de la informacion, la transmision
eficiente de mensajes, la compresion, e
incluso la resistencia a errores en el medio
de transmision o almacenamiento.

Nuestra experiencia en el mundo mo-
derno seria bastante distinta si la com-
presién no existiera. Seria impensable
almacenar cientos de fotografias, vi-
deos y musica en nuestro computador.
Una pelicula de una hora a un modesto
800x600 a 20 cuadros por segundo, que
es bastante baja calidad, necesitaria casi
100 GB de almacenamiento. Con una
conexién de 20 Mbits por segundo s6lo
podria ver video a 2 cuadros por segun-
do. Una memoria de 1 GB en su camara
de 5 megapixeles se llenaria con menos
de 70 fotos. La transmisién de TV y vi-
deo en linea, analdgica o digitalmente,
seria probablemente un suefio imposible.
Incluso en el caso menos dramatico de la
informacion textual, toda su navegacion
en Internet seria unas cuatro veces mas
lenta, y sus discos y USBs rendirian a un
cuarto de lo que pueden rendir.

Pero, ;como medir cuanta informacién
contiene un mensaje? Ni siquiera es algo
sencillo de definir. Consideremos se-
cuencias binarias para no enredarnos con
otros problemas. Tomemos como ejem-
plo la siguiente secuencia:
00000000000000000000000000000000...

Esta secuencia contiene muy poca infor-
macién. Una descripcion corta es “puros
ceros”. La siguiente es igualmente simple:
01010101010101010101010101010101...

y la siguiente algo mas compleja, pero
igualmente facil de describir:
00101101110111101111101111110...

:Se le ocurre como describirla? Podria-
mos explicar cémo generarla: poner un 0
y ningun 1, luego un 0 y un 1, luego un
0y dos 1s, luego un 0 y tres 1s, etc. ;Y
la siguiente?
10110111111000010101000101100001...

Esta parece completamente aleatoria.
Pero realmente no lo es. Son los prime-
ros bits de la expansion fraccionaria del
nimero e = 2.718..., la base de los loga-
ritmos naturales. Basta esta descripcion
para reproducir la secuencia, no importa
cuan larga sea.

Pero no todas las descripciones son
igualmente utiles. Para dar un ejemplo

un poco esotérico, imagine que listara-

mos todas las sentencias en logica de
predicados (la que se usa para descri-
bir teoremas matematicos), ordenadas
por largo creciente, y alfabéticamente
dentro de cada largo. Entonces podria-
mos definir una secuencia donde el
i-ésimo digito es 1 si la afirmacion es
un teorema y 0 si no lo es. Como exis-
ten conjeturas matematicas que aun no
se sabe si son verdaderas o falsas, este
tipo de descripcién, si bien es clara y
formal, no nos permite saber cual es la
secuencia (jmas bien, si tuviéramos la
secuencia, tendriamos resueltos todos
los problemas matematicos!).

¢Cémo podemos definir un concep-
to de descripcién util? jAqui entra la
computacion en juego! Andrey Kol-
mogorov (1903-1987) fue un matema-
tico ruso que consider6 este problema
y propuso una medida de “compleji-
dad” de las secuencias que se consi-
dera hoy en dia la definicién més cla-
ra, correcta y universal en término de
descripciones utiles. La Complejidad
de Kolmogorov de una secuencia es la
cantidad de bits que se necesita para
representar un programa de computa-
dor que genere la secuencia’.

Esta definicion restringe las descripcio-
nes a aspectos computables, es decir, que
la secuencia se pueda producir mecani-

camente a partir de la descripcién. Esto

! Si bien la definicién parece depender del lenguaje en que escribimos el programa y cémo lo codificamos en bits, este hecho se hace irrelevante
cuando consideramos secuencias suficientemente largas, pues el programa puede incluir un decodificador y un intérprete de otro lenguaje, y éstos

son de largo fijo.
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incluye nuestros primeros ejemplos pero
excluye el tltimo, donde la descripcién
no permitia obtener la secuencia. De he-
cho, todos nuestros primeros ejemplos
tienen una complejidad de Kolmogorov
muy baja: se pueden hacer programas
muy Ccortos para generar secuencias muy
largas. Mas atin, considere un texto de
largo 7 que se pueda comprimir a m bits
usando un compresor cualquiera. Enton-
ces su complejidad de Kolmogorov no
es mayor a ¢+m, donde c es el largo del
programa descompresor. Es decir, esta
complejidad abarca cualquier técnica de
compresién conocida o por conocer.

Por otro lado, si no existe ningtin progra-
ma de largo menor a # que genere una
cierta secuencia de largo #, entonces su
complejidad de Kolmogorov serd a lo
menos 7 y diremos que la secuencia es
completamente aleatoria. ¢Existen estas
secuencias completamente aleatorias?
Si, siempre existe al menos una, pues
existen 2" secuencias binarias de largo 7,
pero el conjunto de todos los programas
posibles de largo menor a 7 (codificados
en binario) suma 2”—1 . En realidad, por
cada programa de largo 7 que emite una
secuencia de largo 7, hay otros 2" pro-
gramas invalidados, por lo que en reali-
dad la gran mayoria de las secuencias son
completamente aleatorias. ;Y cuan larga
puede ser la complejidad de Kolmogorov
de una secuencia? No tan mala: basta un
programa ligeramente mas largo que 7,
que diga “Imprimir 01001100111....”

Seguramente ha escuchado, para explicar
la Teoria de la Evolucion, que si sentara a
un mono frente a un teclado por suficien-
te tiempo, éste terminaria escribiendo las
obras completas de Shakespeare. Diga-
mos que éstas tienen un largo # en bits.

Entonces el mono requeriria en prome-
dio 2" intentos para dar con el texto co-
rrecto. Como existen compresores capa-
ces de comprimir estas obras a un cuarto
de su tamafio original, la complejidad de
Kolmogorov de las obras de Shakespeare
es a lo mas n/4. Por ello, si sentdaramos
al mono frente a un computador a escri-
bir programas, daria mucho antes que el
que usa la méaquina de escribir, en unos
2#/# intentos, con un programa que ge-
nerara estas obras como output. Es decir,
un computador funciona como un dispo-
sitivo que aumenta las probabilidades de
producir secuencias interesantes. Volve-
ré pronto sobre este importante punto.

La complejidad de Kolmogorov ha sido
sumamente ttil en muchos aspectos, por
ejemplo para calcular cuénto se tienen
que parecer dos secuencias genéticas
para determinar si existe entre ellas al-
guna relacion o no. Y deberia conducir-
nos al compresor universal éptimo, que
nos entregara la descripciéon mds corta
posible para cualquier secuencia. Sin
embargo, esta medida tiene una limitante
muy grave: no es computable. Es decir,
dada una secuencia, ningtin programa de
computador puede determinar cual es su
complejidad de Kolmogorov®. Lamenta-
blemente necesitamos utilizar un modelo
menos general para poder medir la canti-
dad de informacién y disefiar un compre-
sor acorde a ella.

Claude Shannon (1916-2001) fue un ma-
tematico estadounidense, considerado
el padre de la Teoria de la Informacion.
Shannon atac6 el problema desde otro
punto de vista: consideremos una fuen-
te infinita de simbolos sobre un alfabeto
de tamafio s. ¢Cudntos bits necesitamos

para codificar cada simbolo? Bien, si

la fuente emite los simbolos en forma
equiprobable, necesitaremos lg(s) bits,
donde lg denota el logaritmo en base 2.
Es decir, si la fuente tiene cuatro simbo-
los, digamos A, B, C y D, necesitaremos
dos bits para codificar cada simbolo (por
ejemplo podriamos codificar A como 00,
B como 01, C como 10, y D como 11).

Pero ¢qué ocurre si los simbolos no son
equiprobables? Digamos que la mitad de
las veces se emite A, la cuarta parte de
las veces se emite B, un octavo de las
veces se emite C y otro octavo se emite
D. Entonces podriamos usar el siguiente
co6digo: 0 denota A, 10 denota B, 110 de-
nota Cy 111 denota D. Como ninguno de
los cuatro cédigos es prefijo de otro, po-
demos concatenar los codigos en una se-
cuencia y no tendremos problemas para
decodificarlos. Haciendo las cuentas, re-
sulta que un mensaje de largo 7 con estas
frecuencias requerird 1.75# bits, en vez
de los 27 que necesitariamos si los codi-
ficaramos con 2 bits por simbolo.

Shannon demostr6 que lo éptimo es uti-
lizar g (%) bits para codificar un simbolo
que aparece con frecuencia relativa p, lo
que da lugar a su definicién de entropia
de una fuente. La entropia de una fuente
que emite simbolos con probabilidades

Dy Py - D, €S H= Zizlpilg (pi_).

Dicho de otro modo, Shannon demos-
tr6 que, si una fuente infinita genera
simbolos con esas frecuencias (y no
tiene otras regularidades aparte de
ésa), entonces es imposible codificar
un mensaje de esa fuente utilizando
menos de H bits por simbolo. Con
el tiempo aparecieron codificadores
(como la codificacién aritmética) que
se acercan mucho a ese minimo teéri-

2 Tal vez se le ocurra que podria considerar todos los programas posibles, de largos crecientes, hasta dar con el primero que produzca la secuencia que
le interesa. Desengéafiese: un programa puede ejecutar durante un tiempo arbitrariamente largo antes de emitir su output, y tampoco es computable

saber si alguna vez emitird algo.

30




TEORIA DE LA

COMPUTACION

co: nH+2 bits para un mensaje de largo
n con entropia H.

La medida de entropia de Shannon no es
tan universal como la de Kolmogorov.
Sélo se aplica cuando la frecuencia es
la tinica regularidad que tiene una fuen-
te. Por ejemplo, la secuencia de la ex-
pansioén del niimero e se ve como com-
pletamente aleatoria en este sentido, si
bien su complejidad de Kolmogorov es
muy baja. En cambio, la complejidad
de Kolmogorov de una secuencia que
tiene entropia de Shannon H es muy
cercana a Hn: como ya mencionamos,
basta comprimir la secuencia con un
codificador aritmético, cuyo programa
mida c bits, y el programa seria el des-
compresor mas la secuencia comprimi-
da, que ocupa a lo més c+Hn+2 bits. A
medida que # crece, el extra de ¢+2 bits

se hace menos relevante.

Es posible extender la entropia de
Shannon a casos mdas complejos,
como aquellos en los que la fuente
tiene una cierta cantidad de memoria
finita. Es decir, la probabilidad de los
simbolos no es fija sino que depende
de los tltimos simbolos emitidos.
Esto modela muy bien los lenguajes
humanos, donde por ejemplo la
probabilidad de ver una consonante en
espafiol es muy baja si las dos letras
previas ya fueron consonantes. Los
compresores que se basan en modelar
los textos como si vinieran de este
tipo de fuente se llaman compresores
estadisticos. Un ejemplo son los
compresores tipo PPM. Instale, por
ejemplo, ppmdi en su computador, y
vera tasas de compresién de 4-5 veces

en sus textos.

Otro tipo de medida de entropia, menos
conocida por ser menos elegante, pero
muy utilizada en los compresores, fue de-
finida implicitamente por Abraham Lem-
pel y Jacob Ziv en 1976. Se basa en el
hecho de que un texto donde muchos pa-
sajes son copias de pasajes previos es fa-
cilmente compresible. Lempel y Ziv dan
un algoritmo que va procesando el texto,
y en cada paso lee la mayor secuencia
posible que ya se haya visto antes. El nu-
mero de “frases” asi formadas es una me-
dida de entropia. Mientras que se puede
probar que, en las secuencias que consi-
der6 Shannon, la entropia de Lempel-Ziv
converge (si bien algo lentamente) a la de
Shannon, existen casos en que la entropia
de Lempel-Ziv es mucho mas baja, por
ejemplo cuando la secuencia es muy re-
petitiva (imaginese el conjunto de versio-
nes de un articulo, por ejemplo, o de un
sistema de software). Los compresores
tipo “zip”, ampliamente disponibles en
Linux y Windows, se basan en variantes
de este tipo de compresion.

¢Existe un compresor que funcione
siempre? ;Todas las secuencias son
compresibles? Tal como ocurria con la
complejidad de Kolmogorov, y con mas
razon en estos modelos mas restrictivos
de compresibilidad, la respuesta es un
rotundo no. De hecho, la gran mayoria
de las secuencias son incompresibles.
Por cada secuencia compresible que hay,
muchas otras no lo son.

¢Por qué entonces en la vida practica los
compresores parecen funcionar siempre?
Porque los aplicamos siempre sobre cier-
to tipo de secuencias. Mas aun, a falta de
un compresor universal de Kolmogorov,
utilizamos compresores adecuados al
tipo de compresibilidad que esperamos

ver. Los compresores estadisticos y tipo
Lempel-Ziv son adecuados a secuen-
cias tipeadas por humanos. Las image-
nes, audio y video necesitan otro tipo
de compresor®. Los textos procesables
automaticamente, como XML o pro-
gramas, pueden comprimirse utilizando
gramaticas de lenguajes formales. Las
secuencias biolégicas necesitan com-
presores especializados para detectar
copias de bloques complementadas e
invertidas, y asi.

Sin embargo, todo esto es posible sola-
mente porque los textos, audios, imd-
genes y videos que nos interesan tienen
una complejidad de Kolmogorov muy
baja. Si los humanos encontrdramos que
el ruido blanco de la radio es apasionan-
te, las estaciones de radio tendrian serios
problemas para distribuir esa “musica”
en forma comprimida. Es decir, lo que es
interesante para nuestro cerebro resul-
ta ser “interesante” algoritmicamente,
pues es compresible. Esto es una indica-
cion muy fuerte de que el procesamien-
to de nuestro cerebro es esencialmente
algoritmico, en el sentido de lo que en-
tendemos por algoritmo. O dicho de otra
manera, nuestra nocién de algoritmo pa-
rece capturar correctamente lo que hace
nuestro cerebro.

Si tomamos otra fuente de secuencias,
como el ADN, por ejemplo, encontramos
que la situacién es muy distinta. El ADN
bacteriano, en particular, es muy dificil
de comprimir. Y por una buena razén: en
una bacteria no sobra espacio para molé-
culas muy largas, de modo que la funcio-
nalidad de la bacteria debe ser expresada
en una secuencia lo mds corta posible. La
evolucién ha hecho el resto, favorecien-
do a las bacterias capaces de codificar

3 Estos compresores en general admiten una cierta diferencia entre lo que comprimieron y lo que reproducen, que se busca que sea minima para
el receptor. Esto introduce otra dimensién que no abordo en este articulo, que es el compromiso entre tasa de compresion y distorsion permitida
al recuperar el mensaje. La entropia de Shannon también regula hasta cuanta compresion se puede obtener por el precio de cuanta distorsion. En
mensajes textuales normalmente no se admite ninguna distorsion.

31




TEORIA DE LA

COMPUTACTON

comportamiento mas sofisticado en el
mismo espacio. El resultado es un “pro-
grama” muy corto que hace mucho; algo
cercano al ideal de Kolmogorov.

ESTRUCTURAS
DE DATOS
COMPRIMIDAS

Antes de terminar este articulo quisiera
hablar sobre una rama reciente derivada
de la compresién, que se llama estruc-
turas de datos comprimidas. Hablamos
de la utilidad de la compresion para aho-
rrar espacio y tiempo de comunicacion.
Esta nueva area, en cambio, se relaciona
con el hecho de que las memorias més
rapidas son mucho mds pequefias que
las memorias mas lentas. Las memorias
cachés son decenas de veces mas rapi-
das que la RAM, y ésta es miles a mi-
llones de veces mas rapida que el disco.
Un programa que pueda funcionar en
una memoria menor gozara de accesos a
memoria mucho mas rapidos, y esto in-
fluenciard su tiempo de ejecucién. Y si,
en cambio, estamos dispuestos a costear-
nos un sistema distribuido con tantas me-
morias RAM como necesitemos (como
hacen los grandes buscadores de Inter-
net), el utilizar menos espacio redundara
en comprar menos maquinas, reducir el
tiempo de comunicacién entre ellas, y
ahorrar en la energia que consumen. Hoy
en dia la energia es una parte muy alta de
la factura que pagan los grandes centros
de datos.

Para lograr esto necesitamos més que
compresién. No basta comprimir los da-
tos si es que para procesarlos vamos a
necesitar descomprimirlos primero. Ne-
cesitamos poder operar los datos en for-
ma comprimida. Y no sélo los datos, sino

las estructuras de datos que usamos para
organizarlos. Si tenemos niimeros en un
arbol binario, necesitamos poder repre-
sentar el arbol binario en forma compri-
mida de modo que nos permita buscar,
y tal vez insertar y borrar elementos, sin

descomprimirlo.

Este es el campo de estudio de las es-
tructuras de datos comprimidas, que
combina la Teoria de la Informacién
con los Algoritmos y Estructuras de Da-
tos, y ofrece desafios apasionantes. Daré
algunos ejemplos para ilustrarlo. Consi-
dere un arbol general de 7 nodos. Una
implementacién normal utilizard, como
minimo, 7 punteros para representarlo en
memoria. Como un puntero tiene que por
lo menos distinguir entre los # nodos del
arbol, estaremos utilizando 7 1g 7 bits de
memoria. Pero ¢es ésta una representa-
cién eficiente? La Teoria de la Informa-
cion nos dice que no. El total de érPolfs

distintos de 7z nodos es cercano a .
3/2
n

Esto significa que, incluso considerando
a todos los arboles igualmente probables,
bastaran lg(:sz)SZn bits para represen-
tar cualquier arbol general. jEsto es mu-
cho, mucho menos, que los 7 1g n bits
que se suelen usar! Para un arbol de un
millén de nodos, es jdiez veces menos!

¢Se atreve a disefar una representacion
comprimida de arboles que use 27 bits?
No es tan dificil en realidad. Recorra el
arbol en profundidad, recursivamente.
Cada vez que llegue a un nodo por pri-
mera vez, abra un paréntesis. Cada vez
que lo abandone, cierre un paréntesis.
La secuencia resultante es de largo 27, y
como se compone de paréntesis abiertos
y cerrados, se puede representar usando
2n bits. Viendo la secuencia, puede facil-
mente reconstruir el arbol. {Felicitacio-

nes, ha disefiado un excelente compresor
especializado en érboles! Pero atin no
tiene una estructura de datos comprimida
para arboles. Para esto, deberia ser capaz
de navegar en esta secuencia de parénte-
sis, por ejemplo encontrando el padre de
un nodo (podemos identificar un nodo,
por ejemplo, con la posicién de su parén-
tesis que abre), bajando al i-ésimo hijo,
calculando el tamafo de un subarbol, la
profundidad o la altura de un nodo, el an-
cestro comudn mas bajo entre dos nodos,
y decenas de otras operaciones ttiles.
Hoy en dia se sabe como realizar todas
estas operaciones en tiempo constante,
y utilizando esencialmente los 27 bits.
Existen implementaciones que usan unos
2.3n bits y resuelven todas esas consultas
en microsegundos.

Un segundo ejemplo son los grafos Web,
es decir subconjuntos de la Web, donde
los nodos son péginas y las aristas son
links. Estos se utilizan con mtiltiples pro-
positos, como calcular relevancia de pa-
ginas, encontrar autoridades, detectar fa-
bricas de spam, distinguir comunidades,
etc. Para representar un grafo dirigido de
n nodos y e aristas en forma clasica, por
ejemplo como listas de adyacencia, se
necesitan unos 7 1g e + e lg n bits. Esta
vez la Teoria de la Informacién no nos
ayuda mucho: la cantidad de grafos dis-
tintos es tan grande que el nimero de bits
que se necesita para representarlos no es
muy distinto del que se usa con una lis-
ta de adyacencia. Pero tal como ocurre
con las iméagenes, los grafos Web no son
grafos cualquiera. Tienen algunas carac-
teristicas que los hacen “interesantes” y
algoritmicamente compresibles. Existen
hoy en dia estructuras de datos compri-
midas para grafos Web que usan poco
mas de un bit por arista (es decir, veinte a
treinta veces menos que una representa-

“Para los interesados, el valor exacto esta dado por los llamados Numeros de Catalan.
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cién cléasica, para grafos grandes) y per-
miten navegarlos eficientemente. Esto
permite analizar subgrafos de la Web
mucho mayores en memoria principal.

Un tltimo ejemplo es el genoma huma-
no, que contiene unas tres mil millones
de bases (A, C, G, T). Si bien éste se
puede representar en unos modestos 700
MB, en bioinformatica se necesita mu-
cho més que representarlos. Se necesita
realizar complejos andlisis para detectar
repeticiones, similitudes, y muchas otras
regularidades. Para ello se usa frecuen-
temente una estructura de datos cono-
cida como arbol de sufijos. Si bien esta
estructura permite responder eficien-
temente muchas preguntas complejas,
una representacion clasica requiere unos
207 bytes, jcon lo cual necesitamos una
memoria de 60 GB para representar un
genoma! Sin embargo, en términos de
Teoria de la Informacién, el arbol de
sufijos es completamente redundante,
pues no contiene nada que no se pueda
derivar del texto mismo, y por ello de-
beria ser posible, en principio, represen-
tarlo en tan poco espacio como el texto
mismo, unos 27 bits. Hoy en dia existen
implementaciones de arboles de sufijos
comprimidos que, si bien no se acercan
tanto a este ideal, si pueden almacenar
un genoma en menos de 2 GB y simular
todas las operaciones del arbol de sufijos
en microsegundos.

Pero esto es un solo genoma. Hoy en dia
las grandes compaiiias estan secuencian-
do miles de genomas por dia. Pronto ten-
dremos bases de datos bioinforméticas
con miles y hasta millones de genomas.
Esto, multiplicado por tres mil millones
de bases, representa un desafio mas alla
de todas nuestras capacidades. Incluso
pensando en 700 MB por genoma nos
lleva a nimeros imposibles. ¢ Cémo ha-
remos frente a estos desafios? La Teoria
de la Informacién nos da una pista. Los

genomas de una misma especie se pa-
recen mucho entre si, en mas de 99.9%
en muchos casos. Es decir, una colec-
cién de genomas humanos se puede ver
como una coleccién altamente repetitiva,
donde las técnicas de Lempel y Ziv de-
berian tener mucho que ofrecernos. Y es
asi: estos compresores pueden obtener
tasas de unas pocas centésimas de bit
por simbolo cuando los aplicamos a este
tipo de colecciones. Pero otra cosa son
las estructuras de datos comprimidas. El
estudio de estructuras como arboles de
sufijos para colecciones altamente repe-
titivas estd en sus comienzos, pero creo
que es la clave para los desafios que nos

esperan en este campo.

Y no sélo la bioinformatica promete
inundarnos de datos en el siglo que co-

mienza. Los datos astronémicos, los

meteorolégicos y ambientales, los de
comportamiento social (clicks, tweets,
compras online), los cientificos, los geo-
graficos, los multimediales, los de reali-
dad aumentada, etc., se han convertido
en esenciales para la ciencia, la tecnolo-
gia, y los aspectos mas bésicos de la vida
diaria, y no han hecho mas que empezar.
Se incrementaran rapidamente con la
computacién ubicua y con las interfaces
directas con los 6rganos sensoriales o el
cerebro. Esta avalancha de datos repre-
sentard muy en breve desafios gigantes-
cos de almacenamiento y procesamiento.
Estoy convencido de que la Teoria de la
Informacién y la Algoritmica seran he-
rramientas esenciales para enfrentar esos
desafios y ser capaces de dar el salto a
una sociedad mucho méas compleja que
la de hoy. BITS




