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EpucAcCION

CONCEPTOS PARA LA

ENSENANZA DE MATEMATICAS EN EL LICEO Y LA UNIVERSIDAD

Mi tarea especifica al presente es examinar, desde el punto
de vista de los programas actuales de matematica en las uni-
versidades y en las actuales escuelas de ingenieria, lo si-
guiente: a) ;qué conocimientos basicos de matematica qui-
sieran los profesores de estas instituciones que poseyeran
los estudiantes al finalizar sus estudios de secundaria?; b) lo
que realmente logran; c) como se podria mejorar la situa-
cion actual.

Con el fin de proporcionar lo que creen que es un curso de
matemadtica satisfactorio, los profesores de la universidad
consideran que un estudiante de primer ano debe estar fa-
miliarizado con cierto numero de técnicas elementales en las
que se requiere largo tiempo para adquirir eficiencia, y que
son esenciales para un progreso sucesivo, tales como algebra
lineal elemental, geometria analitica, trigonometria y algo
de calculo. Por otra parte, los estudiantes ya deben estar
bastante expertos en el uso de la deduccion logica y tener al-
guna idea del metodo axiomatico.

No afirmo que éstas sean las Gnicas metas de la ensenanza
matematica en la escuela secundaria; ciertamente, no creo
que este sea el caso, aunque no fuera sino porque muchos
de los estudiantes de secundaria no ingresan a la universi-
dad ni a las escuelas tecnicas. Sin embargo, para los fines
de mi exposicion, me concentraré en lo que podria llamarse
el problema estrictamente practico de la transicion de las es-
cuelas secundarias a las universidades.

Creo que podria decirse que la mayoria de los profesores
universitarios convienen en que la presente situacion a este
respecto es, desgraciadamente, muy mala y constantemente
sigue empeorandose.

Debo apresurarme a manifestar que las limitaciones que voy
a discutir no pueden, en forma alguna, ser atribuidas a los
maestros de las escuelas secundarias que estan, segin creo,
por lo general profundamente dedicados y altamente intere-
sados en sus tareas.

Otra observacion preliminar es que hasta cerca de 1880, no
se ha habria podido justificar seriamente una critica de esta
naturaleza al programa de ensenanza secundaria. La mate-
matica universitaria estaba esencialmente confinada al
calculo y a la geometria analitica, al estudio completo de la
geometria euclidiana y al algebra elemental, que era y es
aun parte principal del programa de la escuela secundaria;
podia, con alguna razon, ser considerada como una prepara-
cion bastante adecuada.

Retraso en las escuelas secundarias

Lo que ha ocurrido desde entonces es que el programa de la
universidad ha sufrido cambios, que no han correspondido
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(por lo menos no del todo en la misma medida o basindose
en los mismos principios) a los ocurridos en las escuelas se-
cundarias.

Es en las universidades, naturalmente, donde se ha sentido
el impacto de los “‘nuevos conceptos” de la matematica. Se
han incorporado a los programas desarrollos totalmente
nuevos dentro del analisis, no solo por su valor intrinseco,
sino tambien debido a sus aplicaciones a la fisica tedrica (v.
gr. ecuaciones funcionales tales como las ecuaciones integra-
les, espacios de Hilbert, calculo tensorial, etc.).

Por otra parte se ha puesto gran emperio en dar mas unidad
y concision a las diferentes ramas del analisis clasico, deri-
vandolas de teorias mas abstractas, tales como la topologia
o el dlgebra moderna. Esta parece en realidad la Gnica forma
por la que se puede esperar mantenerse al corriente respecto
de los nuevos conocimientos, que constantemente se van
agregando a nuestra herencia clasica.

Sin embargo, la adquisicion de estos principios abstractos y
la familiarizacion con su uso toma un tiempo ¢ . ““derable y,
ademas, los estudiantes tienen todavia que dominar viejas
tecnicas del calculo y de la geometria analitica. El resultado
de esta ‘compresion’ es que cada vez hay mayor nimero de
profesores universitarios seriamente preocupados cuando
comprueban que el resultado neto de su enserianza se esta
volviendo cada dia mas superficial.

Con los nuevos y recargados programas enciclopédicos, la
mayoria de los estudiantes simplemente egresan con las mas
confusas nociones sobre la materia. No s6lo no han asimila-
do debidamente las partes modernas, sino que también han
fracasado en la adquisicion de la eficiencia técnica en las an-
tiguas “‘epsilonicas”, que por lo menos podian esperarse

. ocasionalmente de sus predecesores.

En ciencia no se puede retroceder, ni siquiera considerar un
renunciamiento a los nuevos métodos y nuevos resultados;
seria la negacion misma de lo que constituye la mision pri-
mordial de la ensenanza superior. Por otra parte, poderosas
razones sociales actian contra cualquier extensién aprecia-
ble de los ya largos anos universitarios, que no obstante se
han vuelto indispensables para la mayoria de las profesiones
en la actualidad.

Para disminuir la “‘compresién” mencionada anteriormen-
te, s6lo puede hacerse lo siguiente: reorganizar el programa
de la escuela secundaria eliminando toda peérdida innecesa-
ria de tiempo y haciéndose cargo, en lo posible, del peso que
ahora recae por completo en la universidad, en la medida
que sea compatible con la capacidad intelectual de los nifos.
Otro argumento conduce a la misma conclusion: ain en el
siglo x1x el paso de la geometria clasica y el dlgebra al cilcu-
lo fue siempre considerado como un salto a un nuevo mun-
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do. Con el advenimiento de la nueva matematica esa brecha
se ha agrandado considerablemente; es motivo de asombro
entre los estudiantes de primer ano de la universidad, que
hasta llegan a quejarse a sus profesores de que estin bajo
la impresion de que lo que se les ensefia no es ‘“‘matematica
real” (es decir, que no es la matematica que estaban acos-
tumbrados a usar en la escuela secundaria).

En los ultimos cincuenta anos, los matematicos han sido lle-
vados a introducir no sélo nuevos conceptos sino un nuevo
lenguaje, un lenguaje que surgi6 empiricamente de las ne-
cesidades de la investigacion matemaética y cuya habilidad
para expresar enunciados matematicos en forma concisa y
precisa ha sido repetidamente probado y ha ganado acepta-
cion universal.

Pero hasta ahora la introduccion de esta nueva terminologia
(por lo menos en Francia) ha sido tenazmente resistida por
las escuelas secundarias, que se apegan desesperadamente
a un idioma anticuado e insuficiente. Y de este modo, cuan-
do un estudiante entra a la universidad, es muy probable
que no haya oido nunca expresiones matematicas tan co-
rrientes como: conjunto, representacion, grupo, espacios
vectoriales, etc. No hay que extranarse de que se sienta frus-
trado y desconcertado al tener contacto con las matematicas
superiores.

Algunos elementos del calculo, algebra vectorial y un poco
de geometria analitica han sido introducidos recientemente
en los Gltimos dos o tres anos de la escuela secundaria. Pero
tales topicos han sido relegados siempre a una posicion su-
bordinada, manteniéndose, como antes, ‘“‘la geometria pu-
ra’’ como el centro de interés, “enseiada mas o menos de
acuerdo con Euclides, con algo de algebra y teoria del nu-
mero”’.

iEucldes debe irse!

Creo que los dias de este trabajo de remiendo han termina-
do y estamos ahora comprometidos en una reforma mucho
mas profunda, a menos que estemos dispuestos a dejar que
la situacion se deteriore hasta el punto que impida seria-
mente mayor progreso cientifico. Y si todo el programa que
tengo en mente pudiera resumirse en una frase, ella seria
iEuclides debe irse!

Pueda ser que esta declaracion choque a algunos, pero me
gustaria presentar los detalles con fuertes argumentos en su
favor. Debo decir, primero que tengo la mas profunda ad-
miracion por los logros de los griegos en el campo de la ma-
tematica; considero su creacion de la geometria quizas como
la realizacion intelectual mas extraordinaria alcanzada por
la humanidad. Es gracias a los griegos que hemos podido
erigir la elevada estructura de la ciencia moderna. Pero al
hacer esto, las nociones basicas de la geometria misma han
sido profundamente estudiadas, especialmente desde media-
dos del siglo xix. Esto ha permitido reorganizar el corpus
euclidiano sobre fundamentos sencillos y evaluar de nuevo
su importancia con relacion a la matematica moderna, sepa-
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rando aquello que es fundamental de un caético agrupa-
miento de resultados sin ninguna significacion, excepto co-
mo reliquias sueltas de métodos dificiles o de un tratamiento
anticuado.
Quizas el resultado sea un poco alarmante. Supongamos,
siguiendo la idea, que hubiera que ensefar geometria plana
euclidiana a mentes maduras de otro mundo que nunca ha-
yan oido hablar de ella, o teniendo presente solamente sus
posibles aplicaciones a la investigacion moderna. Todo el
curso podria, entonces, creo, ser abordado en dos o tres ho-
ras, una de ellas ocupada con la descripcion del sistema de
los axiomas; otra, con sus utiles consecuencias, y posible-
mente una tercera, para unos cuantos ejercicios sencillos e
interesantes.
Todo lo demas, que llena ahora volimenes de ‘‘geometria
elemental” y por esto quiero decir, por ejemplo, todo lo que
se refiere a los tridngulos (jes perfectamente posible y de-
seable describir la teoria completa sin siquiera definir lo que
es un triangulo!), casi todo lo relativo a la inversion, siste-
mas de circulos, conicas, etc., tiene tanta importancia para
lo que los matematicos (puros y aplicados) estan haciendo
hoy como los cuadros magicos a los problemas de ajedrez.
Si esto parece fantastico, permitaseme entrar en algunos de-
talles. Recordemos antes que nada lo que son los axiomas.
La teoria de los nimeros reales aceptada como conocida, los
objetos indefinidos introducidos en la geometria plana eucli-
diana son los vectores bidimensionales, con tres operaciones
indefinidas, donde estos vectores intervienen, es decir, adi-
cion X' + Y, producto por un escalar Ky, el producto escalar
X. Y es un nimero. Los axiomas que unen estas nociones
son los siguientes:
(A) x + yigualy + x

x+ (y+2)igual (x +y) + 2

1. x igual x

(k + k) x igual kx + kx

5" 2 15 2]

k(x + y)igual kx X ky

k (k x) igual (k k) x

[y 12]
El mayor nimero de vectores linealmente independientes
es2

(B) x.(y+ 2)igualx. + x.z
x.yigual y.x
(kx) y igual & (xy)
x.x mayor que 0
excepto para x igual 0

Lo que he llamado las consecuencias utiles son, por una
parte, el algebra lineal bidimensional (dependencia lineal,
bases, lineas rectas, el grupo de traslaciones y homotecias,
lineas paralelas, representaciones lineales forman lineales
y ecuaciones de lineas), que se deriva exclusivamente del
sistema de axiomas (A), y constituye lo que tambiéen se llama
geometria plana afin, y, por otro lado, ortogonalidad, circu-




los, rotaciones, simetrias, angulos y el grupo de las isome-
trias, (1) que surge de (B).

Por supuesto que desde este punto de vista, la antigua con-
troversia de la geometria “pura’ contra la geometria ‘‘ana-
litica” se torna menos significativa, siendo ambas simples
traducciones del lenguaje de los vectores (el cual dicho sea
de paso, con frecuencia es mejor aplicado directamente). Es
claro que la geometria tridimensional puede desarrollarse
exactamente siguiendo las mismas lineas (consistiendo el
unico cambio en los axiomas en reemplazar el 2 por el 3 en

(A).
Proceso actual extremadamente dificil

En contraste con esta forma “ideal” de enseiar geometria,
no es necesario decir que se estd haciendo realmente en la
escuela secundaria. No se ha dado nunca una definicion
axiomatica estricta de las nociones bésicas: se las introduce
recurriendo directamente a la intuicién aunque no se ha
aclarado nunca su exacta relacion con los objetos fisicos que
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se supone han de “idealizar”. Como no se ha fijado un sis-
tema completo de axiomas es por supuesto, del todo imposi-
ble comprobar la correccién de prueba alguna.

Finalmente, por medio de un proceso extremadamente la-
borioso y complicado (en el que las propiedades afines y
metricas se confunden en forma irremediable) se llega, como
los asi llamados “‘teoremas”, a las simples propiedades se-
naladas en (A) y (B), después de haber empleado ademas,
meses y anos en todas las menudencias matematicas men-
cionadas anteriormente.

Los defensores de la “‘tradicion a toda costa’ tienen. por su-
puesto, una respuesta lista para esto. Si se ha de creerles. la
geometria euclidiana, ensenada como lo hacen ellos es el
unico método por el cual la mente del nifio puede abrirse a
una interpretacion verdadera de la matematica. Sin embar-
g0, como nunca se ha probado otra manera de abordarlo.
veo dificilmente como se puede tomar esta afirmacién si no
como un articulo de fe.

Agregaran, ademas que después de todo los grandes mate-
maticos del pasado y del presente fueron educados de esa
manera, lo cual no les impidié que hicieran sus descubri-
mientos. Esto es efectivamente cierto, pero estoy convencido
que si a estos matematicos no se les hubiera enseriado hasta.
digamos, la edad de 16 afos, absolutamente nada, habrian
probablemente salido de igual modo bien; y todos los mate-
maticos de mi generacion saben por experiencia las penas
que tuvieron que pasar para desprenderse de los malos ha-
bitos y los puntos de vista errados que se les habia inculca-
do con una educacién anticuada.

Puedo agregar, ademas, que estos argumentos corrientes
son de poco peso. Nadie debe preocuparse, por lo menos en
la escuela secundaria, por ensefar a los futuros mateméticos
profesionales (para no mencionar los grandes), de los que
puede haber uno entre 10.000 nifios. Lo que realmente esta
en juego es la clase de cuadro mental de la matematica que
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surgird en la mente de un estudiante de inteligencia prome-
dio después de ser sometido a ese tratamiento por varios
anos. Desafortunadamente, como he dicho, esta prueba no
confirma concluyentemente la pretensién de los tradiciona-
listas, como podemos verlo en las universidades.

¢Como se reemplazaria a Euclides?

Si tuvieramos un programa libre por fin del peso muerto de
la “geometria pura” ;qué pondriamos en su lugar? Ya he
mencionado brevemente algunos de los topicos que com-
prenderian una preparacion extremadamente valiosa para
las teorias del nivel superior; sefialaria con mas detalles los
siguientes:

a) matrices y determinantes de orden 2y 3; b) calculo ele-
mental (funciones variables de uno): ¢) construccién de la
grafica de una funcién y de una curva dada en forma para-
metrica (usando derivadas); d) propiedades elementales de
los nimeros complejos; ) coordenadas polares.

Sostengo que ninguno de éstos envuelven un pensamiento
mas abstracto o profundo que la geometria clasica, siempre
que su ensenanza esté adaptada al desarrollo intelectual de
los estudiantes. Esto quiere decir, por supuesto, que quedan
pendientes varios problemas graves, siendo el principal: co-
mo organizar este material en un programa bien balanceado
e idear metodos para su ensefianza.

Creo que estoy entrando en terreno prohibido, puesto que
no he tenido experiencia en practicas de la educacién al ni-
vel preuniversitario, y espero que si quieren aceptar la clase
de reforma que estoy proponiendo, podrian sugerir con mas
experiencia soluciones posibles a estos problemas.

Sin embargo, no dejaria este tema sin, por lo menos en par-
te, haber bosquejado un plan de lo que veo como una meta
posible para nuestros propésitos. Puede ser que lo que estoy
proponiendo aparezca muy poco realista y por lo tanto no
estoy dando otra cosa que no sea una especie de ‘“‘hipotesis
de trabajo™, como punto de partida, sin concederle demasia-
da importancia a sus detalles.

Dos principios orientadores

En primer lugar, hay dos principios orientadores que consi-
dero totalmente fundamentales; ambos son lugares comu-
nes, pero quizas no sea del todo inutil expresarlos breve-
mente.

El primero (que lo he oido con mucha frecuencia a maestros
de mayor experiencia que yo y que lo confirmo por mi pro-
pia experiencia como estudiante) es que una teoria matema-
tica solo puede desarrollarse axiomaticamente en una forma
fructifera cuando el estudiante ha adquirido ya alguna fa-
miliaridad con el material correspondiente; una familiaridad
ganada por haber trabajado lo suficiente con él en un tipo
de base experimental o semiexperimental, es decir, con un
constante llamado a la intuicién.

El otro principio (que he visto destacado por varios educa-
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dores en publicaciones recientes y que parece indicar que en
la practica se observa bastante bien), es que, cuando se in-
troduce la inferencia logica en algunas cuestiones matema-
ticas, debe presentarse siempre con absoluta honestidad
—es decir, sin tratar de esconder defectos o vacios en la dis-
cusion—; cualquiera otra forma, en mi opinion, es peor que
no dar ninguna prueba.

Tengo en mente, en especial, la forma en que se ensefian en
la actualidad los comienzos de la geometria, con un desfile
de “definiciones”, que no pueden ser analizados logicamen-
te. Por consiguiente, parece una desgracia no poder presen-
tar a los estudiantes una teoria completamente deductiva,
partiendo desde los axiomas basicos; y como esto resulta de-
masiado dificil para el nivel elemental, se ha considerado
que es preferible poner en practica una “‘estafa’ intelectual
mas bien que admitir francamente la situacion.

Por mi parte no considero un error ni un deshonor partir de
una premisa que no es axioma, sino mas bien una afirma-
cion bastante complicada, lo mas pronto posible, para mos-
trar sin ninguna falla légica que la afirmacion dada implica
otra. Esto no sélo seria mas educativo, sino que también
pondria en su verdadero foco la naturaleza de la inferencia
logica y su caracter relativo, que muchas veces se ve obscu-
recido por la forma en que se los mezcla irremediablemente
con la nocion metafisica de la verdad.

Lineamiento de un programa moderno

Con estas ideas en mente, pasemos a bosquejar lo que consi-
dero podria ser un programa moderno. Lo dividiré segin la
edad del estudiante (para evitar las peculiaridades naciona-
les y la distribucion en varios grados o clases) y en cada nivel
discutiré los aspectos ‘“‘experimentales” y ‘‘educativos” de
los diversos topicos.

Hasta los 14 anos de edad es muy cuerdo probablemente li-
mitar la ensenanza de la matematica en este periodo al tra-
bajo “experimental” con élgebra y geometria plana y no ha-
cer ningln intento de axiomatizacion. Esto no quiere decir
que no sea posible destacarla de manera inequivoca.

En dlgebra la meta es familiarizar al alumno por completo
con la técnica del calculo literal, la nocion del nimero nega-
tivo y la solucion de problemas lineales con una o dos incog-
nitas; esto es lo que se hace esencialmente en la actualidad,
y por lo tanto, no tengo aqui que proponer modificaciones,
excepto que me gustaria ver que se dediquen en esta etapa
mas horas al algebra que a la geometria.

Con relacion a la geometria, entiendo que se han llevado a
cabo ultimamente en los circulos educativos muchas inves-
tigaciones y experimentos (especialmente en Belgica) relati-
vos a los métodos por lo que esta ensenanza de geometria,
como una parte de la fisica, por decirlo asi, podria ser condu-
cida. Creo que este movimiento debe ser estimulado intensa-
mente, siempre que se ponga enfasis no en cosas artificiales,
como los triangulos, sino en nociones basicas como sime-
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trias, translaciones, composicion de las transformaciones,
elc.

Finalmente, en toda esta matematica “‘experimental” el len-
guaje y las anotaciones, usadas ahora universalmente, de-
berdn introducirse lo antes posible: no hay nada misterioso
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ni prohibido en usar los simbolos de “pertenencia”, “‘impli-
cacion”, o hablar de subconjuntos en vez de “‘lugares geo-
métricos” y llamar algunos objetos por sus nombres pro-
pios, como “‘grupo” o ‘‘relacion de equivalencia” —siem-
pre que tal objeto sea naturalmente observado en una com-
posicion algebraica o geomeétrica— no implica en absoluto
que no tenga necesariamente que desarrollarse por adelan-
tado la teoria abstracta de los grupos y de las relaciones de
equivalencia.

Si psicologicamente hablando, se cree recomendable estable-
cer algunos axiomas en este nivel, luego, con nuestro prin-
cipio general, deberiamos recurrir a la parte de las matema-
ticas con lo que los nifios han tenido més prolongado con-
tacto en su fase “‘experimental”’; o sea la aritmética elemen-
tal.

En verdad, éste es uno de los mas sencillos y bellos ejercicios
en logica para desarrollar las leyes corrientes de aritmética
partiendo de los “‘axiomas de Peano”, y no veo razén por
qué no se ha de intentar esto cuanto antes. Esto pondria
también en manos del estudiante uno de los instrumentos
mas fundamentales de la matematica moderna y de la clasi-
ca, es decir, el uso de la inducciéon matematica.

Huelga decir que esto no debe comenzarse antes de que se
haya hecho comprender al estudiante la necesidad de tal
tratamiento axiomatico urgiéndole a que piense lo que se
entiende por numeros
validez de las leyes de la aritmeética para tales objetos to-
talmente mas alla de nuestra concepcion intuitiva; pero

enteros y por queé aceptamos la

no creo sea necesario dar eénfasis a tales puntos, de los que
posiblemente ustedes estin mas al tanto de lo que yo pueda
estar.

Catorce anios de edad. En el aspecto “‘experimental” ésta
es la edad en que se introduce la idea del grafico de una
funcion y no se debera ciertamente posponer por mas
tiempo. A esta idea debe relacionarse inmediatamente el
meétodo general de resolver una ecuacion f(x) igual O con
la ayuda del grafico de y igual f(x), y los variados procesos
de aproximacion (Lagrange, Newton), que se derivan de
esta idea, para la computacion numérica de las raices.

El énfasis deberia estar aqui en las soluciones aproximables
y nunca en las llamadas formulas ‘‘resolventes” para las
raices; debera advertirse al estudiante no esperar nunca
de esas formulas, salvo en circunstancias extremadamente
especiales. En particular, debe mencionarse apenas en esta
etapa la formula para resolver una ecuacién cuadritica y
no se deberia dedicar estudio alguno a ese tipo de ecuacion
—en detrimento de la teoria general— como se hace a
menudo en muchos paises (especialmente en Francia).

Del lado de la ““logica” parece que éste es el momento,
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después de varios afios de algebra, para una descripcion
axiomatica de los numeros reales. No quiero decir con
esto, por supuesto, la construccion tradicional de los nu-
meros reales por las secciones de Dedeking o las sucesiones
fundamentales de Cantor partiendo de los nimeros racio-
nales. A este nivel (y ain mucho después) esta construccion
extremadamente abstracta no tiene ningin significado y
deberia reservarse a los materiales especializados.

Me refiero a algo mas corriente (y también algo mucho
mas uatil e ilustrativo). Consiste solamente en enumerar
las propiedades basicas de los nimeros reales, de las cuales
todas las otras pueden derivarse logicamente. Es bien
sabido que estas propiedades pueden resumirse diciendo
que los nimeros reales forman un cuerpo ordenado arqui-
mediano, en el que vale el principio del encaje de intervalos.

No propongo tampoco que se haga en las escuelas secunda-
rias intento alguno de probar los teoremas mas dificiles
sobre los numeros reales, tales como la existencia del ma-
ximo, o del teorema de Bolzano en la existencia de las
raices (aun las polinomiales). Sin embargo, considero que
debe expresarse claramente que. estos resultados pueden
comprobarse sobre la base de los axiomas, aunque parez-
can intuitivos.

Quince arios de edad. A esta altura el estudio previo de la
geometria plana desde el punto de vista ‘‘experimental”
habra preparado al estudiante para la formulacion de los
axiomas (A) y (B) dados anteriormente. Las consecuencias
de estos axiomas deberin ser desarrolladas, por supuesto
desde ambos puntos de vista, el algebraico y el geométrico,
es decir cualquiera nocién deberia ser ofrecida con ambas
clases de interpretacion. Como de costumbre, se pondra
enfasis en la transformacion lineal, sus diversos tipos y
los grupos que forman. Por supuesto que las matrices y
determinantes de orden 2 aparecen en una forma natural
durante este desarrollo.

Una vez hecho esto, el estudio “‘experimental” de la ma-
tematica de la escuela secundaria propiamente dicha ha
terminado, ya que todos los axiomas han sido formulados.
Pero en el estudio de cualquier teoria hay todavia lugar
para cambiar el énfasis, bien al lado técnico o al conceptual
de las nociones que se tiene que introducir y, de acuerdo
con nuestros principios, cualquiera nueva teoria tiene una
oportunidad mejor de ser asimilada a traves de sus aspectos
técnicos mas bien que deteniéndose en los puntos agrada-
bles de la deduccion logica.

Esto se aplica en particular al principio del calculo diferen-
cial para las funciones de una variable, lo que creo es mejor
que se enserie a esta edad. No estoy, por consiguiente, en
desacuerdo con la forma en que se imparte esta ensefanza
generalmente; siempre que las principales acciones de
limite y continuidad hayan sido correctamente definidas, es
recomendable pasar por alto las pruebas de todos los teore-
mas del calculo (pero no sus enunciados precisos) y con-
centrarse en las tecnicas practicas del calculo de derivadas

EbpucaAacién

y de su uso para hacer graficos de funciones y resolver
ecuaciones.

Dieciséis anios de edad. La parte axiomitica debera desarro-
llarse mas adelante las consecuencias de los axiomas, con
un estudio mas profundo de los grupos de la geometria
plana, y, en particular, el uso de los 4dngulos y de las fun-
ciones trigonometricas. La “medida™ de los angulos debera
ser definida en forma (como un homomorfismo (2) del
grupo de los nimeros reales sobre el grupo de rotaciones),
pero admitiendo su existencia sin prueba. Con esto viene
naturalmente la introduccion de los nimeros complejos y
de sus interpretaciones geométricas.

Finalmente, un tépico mas de interés podria ser la discusion
de todas las posibles formas de cuadratura en el plazo, que
es equivalente a la clasificacion de las conicas.

En su faz “‘técnica’ se podria comenzar con el estudio de
las nociones de primitiva y de drea para tipos simple de
dominio, con ejemplos elementales. Los estudiantes podrian
también empezar a aprender la forma de construir curvas
dadas en forma parametrica.

Diecisiete anios de edad. En este Gltimo ano de escuela se-
cundaria, los axiomas para geometria tridimensional debe-
rian finalmente introducirse junto con sus consecuencias
usuales, incluyendo por cierto, el uso de matrices y deter-
minantes del orden 3.

Dentro de los aspectos mas tecnicos se podria explicar el
uso de primitivas para calcular tipos simples de volimenes,
e introducir la nocion de coordenadas polares y el método
de construccion de una curva dada por una ecuacién en
coordenadas polares.

Finalmente, a esa edad puede ciertamente definirse y estu-
diarse los logaritmos y los exponenciales (sin ninguna
prueba de existencia), dando énfasis al hecho de que ellos
constituyen homomorfismos de grupo.

Para completar este programa permitaseme agregar unas
pocas palabras para indicar la forma en que podria conec-
tarse directamente con el programa actual de los primeros
anos de la universidad. Los temas principales son:

a) algebra lineal, en su forma general (espacios vectoriales
de dimension arbitraria, teoria general de las matrices y
determinantes);

b) formas cuadraticas y espacios euclidianos de dimensién
finita;

¢) derivadas e integrales de las funciones de varias variables
reales con sus diversas aplicaciones. Ecuaciones diferencia-
les ordinarias y en derivadas parciales; geometria diferen-
cial elemental;

d) teoria elemental de los espacios métricos, espacios de
Banach, el espacio de Hilbert y otros espacios funcionales.
Analisis funcional elemental.

Elprograma proporciona “Interpretaciones* intuitivas
inmediatas

Se habra observado que en todo el programa ha tenido
cuidado de no mencionar ningin asunto matematico que no
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tenga alguna “‘interpretacion’ intuitiva inmediata. Esto
es, en mi opinion, lo que diferencia la matematica de la
escuela secundaria de la de nivel universitario.

En este ultimo nivel debe realmente empezar la abstraccion,
pero creo que los estudiantes que hayan seguido todo el
programa anterior estaran bien preparados, habiendo ya
adquirido una base amplia donde explotar en busca de
ejemplos de las nociones mas abstractas de matematica
superior y familiarizarse, por otro lado, con el proceso de
axiomatizacion.

No he mencionado en este programa ningin tipo de “‘ma-
tematica aplicada™. Si se ha de introducir ya alguna en la
escuela secundaria es cuestion fuera de mi alcance y com-
petencia para afrontarla; pero creo que si tal proposicion
fuera considerada favorablemente, los fundamentos teéri-
cos para ensenar tales cuestiones, estarian ya a mano.

Para evitar cualquier mal entendido, quiero también sefia-
lar que, aunque pueda haber parecido que criticaba seve-
ramente la geometria, no deseo disminuir su importancia
Nunca habian desempeiiado antes un papel mas importante
las ideas tomadas de la geometria en las matematicas supe-
riores, y es tan obvio que las matematicas aplicadas estan
basadas en la geometria, que apenas es necesario mencio-
narlo

Es esencial la *“Intuicion del espacio”
Considero, por consiguiente, que una de las principales

tareas de la escuela secundaria es ejercitar y desarrollar la

intuicion del espacio en los estudiantes, y al mismo tiempo
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colocarlo dentro del marco logico que le permite usarlo
mas tarde. No se debe dejar de aprovechar todo lo que
pueda servir para alcanzar esta meta tan pronto y del modo
mas completo posible.

Mi desacuerdo no es, por consiguiente, con el objetivo,
sino con los métodos de la ensenanza de la geometria, y mi
principal argumento es que seria mucho mejor basar esa
ensenanza no en nociones artificiales y resultados que no
tienen significacion en la mayoria de las aplicaciones, sino
en las nociones basicas que regiran e iluminarin cada
cuestion en la que intervenga la geometria.

Por ejemplo, mientras que la nocién de vector tiene primor-
dial importancia en todos los aspectos de la ciencia moder-
na, la nocién de triangulo es artificial, practicamente sin
ninguna aplicacion fuera de los campos altamente especia-
lizados de la astronomia y la geodesia.

¢Por queé ha de insistirse en hacerlo la base de la geometria
elemental, excepto por el accidente historico de que por
falta de mejores instrumentos este procedimiento fuera el
usado por Euclides? ;Debemos seguir ciegamente y en
forma indefinida adheridos a la tradicion y cerrar los 0jos
a la aplastante evidencia de que hay muchas formas mejores
de hacer las mismas cosas? Me niego a creer que nuestra
profesion se encuentre tan carente de audacia e imagina-
cion.

NOTAS

1Ese grupo se denomina a veces (impropiamente) el “grupo de movimientos”
en el plano, y consiste de las transformaciones, que dejan invariables las distan-
cias (de alli su nombre, “‘isometria”)

2i.e aplicacion que ha cada nimero real (x) asocia un angulo (4) (x), tal como
(A)(x + y)mas(A)(x) + (A)(y)

NO IMITAR A LA NATURALEZA

El artista no debe ser tan verdadero, tan con-
cienzudo, frente a la naturaleza. La mas fiel
imitacion de la naturaleza no basta para que
se produzca la obra de arte. Pero una obra de
arte puede mostrarnos casi toda la naturaleza
y merecer nuestra loa.

JoHANN WOLFGANG GOETHE
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