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Resumen

La inferencia bayesiana puede ser ttil para resolver diferentes tipos de problemas. En el andlisis de resultados
de pruebas diagndsticas es especialmente 1til ya que nos permite obtener la probabilidad de un diagnéstico da-
dos los resultados de una prueba. Los objetivos de este estudio son presentar las diferentes formas de expresion
del Teorema de Bayes, su aplicacién a la medicina basada en la evidencia, y mostrar con un ejemplo pertinente
y relevante su utilidad. Se revisé literatura sobre inferencia bayesiana, ensefianza del Teorema de Bayes, y su
aplicacidén al andlisis de pruebas diagndsticas. A partir de datos sobre PCR en tiempo real (RT-PCR), radiografia
de torax, y TAC de térax, se muestra una aplicacion de este teorema y la utilidad del nomograma de Fagan.

El ejemplo presentado en este articulo nos muestra la gran aplicabilidad del Teorema de Bayes y la inferencia
bayesiana en problemas de gran relevancia como la pandemia del COVID-19, y la importancia de su ensefianza.

1. Introduccion

En el Teorema de Bayes convergen el pensamiento
inductivo y el deductivo, exigiendo un proceso de pen-
samiento inverso al de la probabilidad frecuentista. Es
por esto que, en la enseflanza de este teorema, las y
los docentes necesitan no solo un buen dominio del
contenido, sino también una clara comprensién de las
probabilidades condicionales, de la probabilidad total,
del teorema mismo, y de las implicaciones que tiene en
la toma de decisiones [1].

Se han realizado esfuerzos para obtener los mejo-
res métodos de ensefianza de este teorema y se han
estudiado posibles inconvenientes para su enseflanza
en cursos de pregrado [2, 3]. Por ejemplo, Berry [3]
discute algunas posibles razones que dificultan su en-
sefianza, entre las que menciona: 1) la estadistica ba-
yesiana es inherentemente demasiado dificil de ense-
flar en un nivel elemental, 2) el enfoque bayesiano es
subjetivo y no proporciona métodos que cumplan con
los estandares de objetividad requeridos por la ciencia,
3) los bayesianos no pueden ponerse de acuerdo so-
bre distribuciones previas apropiadas, 4) los métodos
basados en el paradigma frecuentista dominan en las
ciencias.

Hoy en dia, con el avance en el desarrollo de la

inferencia bayesiana y su alcance en la toma de deci-
siones, y en disciplinas como la medicina, se hace cada
vez mas necesaria una adecuada ensefianza del Teore-
ma de Bayes en los cursos de pregrado. Por ejemplo,
la medicina basada en la evidencia y la medicina diag-
ndstica necesitan una comprensiéon adecuada de este
[4,5,6,7,8].

El propésito de este trabajo es resaltar los aspectos
conceptuales mas importantes del Teorema de Bayes, y
mostrar, a través de una aplicacién a un tema de gran
actualidad como es la pandemia del COVID-19, la im-
portancia de su conocimiento, alcance y enseflanza. La
Seccion 2 aborda los conceptos elementales del teore-
ma, la Seccién 3 considera su relacion con la medicina
basada en evidencia y la Seccién 4 muestra una aplica-
cion a las imagenes para el diagndstico de COVID-19.

2. Teorema de Bayes

La forma clasica de este teorema se puede presen-
tar de la siguiente manera. Llamaremos particion del
espacio muestral a un conjunto de eventos B;, mutua-
mente excluyentes, y que juntos conforman el espacio
muestral de un experimento aleatorio (UB; = ). Si
consideramos cualquier evento A, que puede ocurrir
simultdneamente con los eventos B;, podemos obtener
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la probabilidad de B; dado A a partir de la siguiente
expresion:

P(A|B;)P(B;)

Las expresiones P(B;) y P(B;|A) corresponden a
las probabilidades a priori y a posteriori de B;, es decir,
P(B;) corresponde a la probabilidad de B; descono-
ciendo si A ha ocurrido o no, y P(B;|A) es la probabili-
dad de B; cuando ha ocurrido A. Si ahora suponemos
que podemos usar una distribucidon de probabilidades
para modelar lo que se conoce acerca del valor de un
parametro 6, podemos usar una segunda forma de pre-
sentacién del Teorema de Bayes, que da lugar a la in-
ferencia bayesiana:

P(Y|0)=(0)

En esta relacion, () y w(0|Y") corresponden a las
probabilidades a priori y a posteriori de un parame-
tro 6, cada una asociada a una distribucién de proba-
bilidad de este parametro. Y corresponde a los datos
observados en una muestra, la probabilidad condicio-
nal P(Y'|0) coincide con la funcién de verosimilitud de
los datos, dado el parametro 6, y P(Y) es la proba-
bilidad marginal de los datos. La probabilidad P(Y|#)
puede ser escrita como [(;Y) conduciendo a la expre-
sién proporcional del teorema de Bayes:

w(0]Y) < 1(0;Y )7 (6)

Este teorema permite medir directamente la proba-
bilidad de una hipdtesis de investigacién. Analicemos
el siguiente desarrollo. Si solo son posibles dos hipé-
tesis complementarias, Hy y H;, y queremos medir di-
rectamente la probabilidad de que H; sea verdadera
habiendo obtenido un conjunto de datos X;, aplicando
directamente el Teorema de Bayes se obtiene:

P(X;|H,)P(H,y)
(X3[H1)P(H) + P(X;[Ho)P(Ho)
~ P(X;|H,)P(H,)

B P(X;)

P(H1|X;) = P

P (Xi|Ho)P(Ho)
P(X;|Hy)P(Hy) + P(X;|Ho)P(Ho)
_ P(Xi[Ho)P(H,)

P(X;)

P(HolX;) =

Dividiendo ambas expresiones obtenemos:

P(H,|Xi) _ P(Xi[H1)P(H))

P(Ho|X;) — P(X;|Ho)P(Ho)

Esta razén mide cudnto mds probable es H; que
H,, dados los datos. Esto es, las “chances” u odds a

posteriori de Hy (Op,H1) [9, 10]. Recordemos que las
odds o chances de un evento corresponden al cociente
entre las probabilidades del evento y su complemen-
to (odds = p/(1 — p)), expresion de la cual podemos
obtener también que p = odds/(odds + 1).

Entonces, conociendo las odds a posteriori de H;
(O, Hy) podemos calcular su probabilidad como

O,H
PULIX) = 5y T
p

3. Teorema de Bayes en medicina basada
en la evidencia

El teorema de Bayes tiene varias aplicaciones y es
especialmente ttil cuando se analizan datos relaciona-
dos con pruebas de diagnéstico. En medicina es comtn
el uso de pruebas para diagnosticar enfermedades, sin
embargo, las pruebas no son 100 % exactas para hacer
un diagnostico. A veces un individuo tiene una enfer-
medad y la prueba es negativa (falso negativo) y otras
veces la prueba es positiva para la enfermedad y el pa-
ciente no la tiene (falso positivo) (Tabla 1).

Tabla 1: Posibles resultados de una prueba
diagndstica en pacientes enfermos y no enfermos.

Resultado prueba

Positiva (+) Negativa (-) Total

Enfermos E a b a+b

No enfermos E€ c d c+d
Total a+c b+d n

En este caso, la cantidad de falsos positivos seria cy
la cantidad de falsos negativos seria b. A partir de esta
tabla se pueden definir ciertos conceptos:

e La sensibilidad (S) de una prueba corresponde
a la probabilidad de que la prueba sea positiva
dado que el paciente estd enfermo:

a
a+b

S=P(+|E) =

La sensibilidad representa la capacidad de la
prueba para detectar una enfermedad.

e La especificidad (S,) de la prueba corresponde
a la probabilidad de que la prueba sea negativa
dado que el paciente no tiene esta enfermedad
(aunque tenga otra enfermedad):

d

Sp = P(—|EC) = ctd

Es decir, mide la capacidad de la prueba para res-
ponder a esa y solo esa enfermedad.
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Otra medida interesante es la razén de verosimili-
tud (LR) que se define como el cociente entre la pro-
babilidad de un determinado resultado de la prueba
dado que el paciente estd enfermo, dividida por la pro-
babilidad de ese mismo resultado, dado que no lo esta.
Por ejemplo, para un resultado positivo:

P(+|E) P(+|E) S
LR = 50y = 1-pEe) ~ 13,

y, andlogamente, para un resultado negativo:

_P(-|B) _1-P(+B) _1-5

LR = 5ge) = BEe) ~ s,

Por ejemplo, es interesante saber qué ocurre con
un paciente que tiene una probabilidad a priori “P” de
tener una enfermedad, al que se le aplica la prueba
y se obtiene un resultado positivo. Para este paciente,
sus odds a priori corresponderan a Oy = P/(1 — P),
y usando el Teorema de Bayes, podemos obtener sus
odds a posteriori (O,):

_ (Bl
P P(EC|H)
donde
) P(+]E)P
SP

TSP+ (1-5,)1-P)

P(EC|+)=1—-P(E|+)

_1 SP
T SP+(1-5,)1-P)
__(1=5)0-Pr)
- SP+(1-S,)(1-P)
Luego:
Op = DEH __5 S LR(+)0o

- P(EC+) 1-S,1-P

Este resultado nos muestra que las odds a posteriori
de presentar la enfermedad, dado un resultado positi-
vo, corresponden al producto de las odds a priori por la
razon de verosimilitudes positiva. Del mismo modo, se
puede obtener que las odds a posteriori de presentar la
enfermedad, dado un resultado negativo, correspon-
den al producto de las odds a priori por la razén de
verosimilitudes negativa.

4. Nomograma de Fagan
Como los conceptos de odds (O) y probabilidad
(p) son intercambiables a través de la relacion O =

p/(1 —p),op = 0O/(O + 1), siempre es posible calcu-
lar la probabilidad a posteriori cuando se ha obtenido
una prueba positiva, en base a la probabilidad a priori
(presuncion) y la LR de la prueba.

Utilizando esta ultima consideracién, Fagan, en el
afio 1975 [11], propuso un nomograma para calcular
las probabilidades a posteriori. En este nomograma hay
tres ejes graduados. El eje izquierdo representa la pro-
babilidad previa a la prueba, o presuncidn, el eje cen-
tral representa el valor de LR (positivo y negativo) y
el eje derecho muestra la probabilidad a posteriori (Fi-
gura 1). Luego, se dibuja una linea recta desde los dos
puntos marcados en los ejes izquierdo y medio hacia
el eje derecho. El punto en el que la linea cruza el eje
derecho corresponde al valor de la probabilidad a pos-
teriori.

La Figura 1 nos muestra que, por ejemplo, si la pro-
babilidad a priori de un evento es de 0,5 y las razo-
nes de verosimilitud positiva y negativa son de 6 y
0,03, respectivamente, las probabilidades a posteriori
de ocurrencia y no ocurrencia del evento serdn de 86 %
y 3 %, respectivamente.
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Figura 1: Nomograma de Fagan considerando una pro-
babilidad a priori de 0,5, razén de verosimilitud positi-
va de 6 y razon de verosimilitud negativa 0,03. La linea
azul muestra la probabilidad a posteriori de ocurrencia
del evento, y la linea roja la probabilidad a posteriori
de no ocurrencia del evento. Realizado en R (funcion
nomogrammer).

5. Aplicacion a la radiologia del COVID-19

Recientemente se han propuesto para PCR en tiem-
po real (RT-PCR), radiologia de térax (RxTx) y TAC de
Térax (CT), los siguientes valores de S, S, y LR para

resultados positivos y negativos para el diagndstico de
COVID-19 [8], mostrados en la Tabla 2.
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Tabla 2: Sensibilidad (S), Especificidad (S,), razones
de verosimilitud positiva (LR(+)) y negativa
(LR(—)), segtin examen.

Examen S S, LR(+) LR(-)
RT-PCR(1) 0,846 0,974 32,538 0,158
RxTx(2) 0,560 0,600 1,400 0,733
CT(3) 0,905 0,797 4,451 0,119

(1) PCR en tiempo real. (2) Radiografia de térax.
(3) TAC (escéner) de térax.

Estos indicadores permiten estimar las probabilida-
des post-test de tener COVID-19 en un paciente con
una presuncion de un 50 % de tener COVID-19 antes
del test (Figura 2).

-----

%

/

RT-PCR
Figura 2: Nomograma de Fagan para estimar las pro-
babilidades post-test para resultados positivos y nega-
tivos para COVID-19 en un paciente con una presun-
cién de un 50 % de tener COVID-19 antes del test. De
izquierda a derecha: RT-PCR, RxTx en negro y CT. Li-
neas azules: presencia de la enfermedad, lineas rojas:
ausencia de ésta.

RxTx CT

Este diagrama de Fagan nos muestra que el mejor
predictor de enfermedad ante un resultado positivo es
el RT-PCR, pero que ante un resultado negativo es me-
jor el CT. Nos muestra ademds que la RxTx aporta po-
co, pero que el CT es un buen examen, produciendo al-
tas probabilidades post-test. Nos muestra ademds que
los mejores test son los que tienen mayores angulos
entre las lineas asociadas a LR(+) y las lineas finas
asociadas a LR(—).

Asi, la aplicacion del Teorema de Bayes al analisis
de pruebas diagnésticas nos permite actualizar facil-
mente la probabilidad de determinados diagndsticos y
saber como cambia ante los resultados de una prue-
ba. El Nomograma de Fagan nos permite graficar y vi-
sualizar de manera rapida la utilidad de un test en un
diagnéstico particular como el COVID-19. El ejemplo
presentado nos muestra la gran aplicabilidad del Teo-
rema de Bayes y la inferencia bayesiana en problemas
de gran relevancia como la pandemia del COVID-19.
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Anexo: Script de R

library(ggplot2)

library(scales)

library(ggpubr)
source("https://raw.githubusercontent.com/

achekroud/nomogrammer/master/nomogrammer.r")

figural <- nomogrammer (Prevalence = .50, Plr = 6,
Nlr = 0.03, Verbose=TRUE)

+ scale_color_manual (values = c("red", "blue"))

a = nomogrammer (Prevalence = .50, Plr = 32.538,
Nlr = 0.158)

+ scale_color_manual (values = c("red", "blue"))

b = nomogrammer (Prevalence = .50, Plr = 1.4,
Nlr = 0.733)

+ scale_color_manual (values = c("red", "blue"))

¢ = nomogrammer (Prevalence = .50, Plr = 4.451,
Nlr = 0.119)

+ scale_color_manual (values = c("red", "blue"))

figura2 <- ggarrange(a, b, ¢, ncol = 3, nrow = 1)
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