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Resumen

En este articulo analizo la compatibilidad entre las aproximaciones frecuentista y Bayesiana de la inferencia esta-
distica. Muestro primero como la estadistica le proporciona bases al método cientifico, luego, cémo la estadistica
se basa en el concepto de probabilidad, el que tiene muchas acepciones y paradojas en su conceptualizacion.
Enseguida estudio las bases de la estrategia frecuentista, basada en probabilidad como frecuencia relativa, y su
relacion con el método de maxima verosimilitud, acudiendo a los articulos originales de Fisher. Después estudio
las bases de la inferencia Bayesiana y su relacién con la toma de decisiones en estadistica. Finalmente integro
ambas aproximaciones destacando sus curiosas convergencias, para concluir que especialmente en el caso de
muestras grandes, ambas aproximaciones pueden ser compatibles y convergentes.

Introduccion

La estadistica Bayesiana ha emergido en las dltimas
décadas, proponiendo un conjunto de métodos que ca-
da dia nos son mds familiares en diferentes ambitos,
como epidemiologia y ecologia, entre otras ciencias.
Algunos ejemplos son el método de Besag-York-Mollie
en epidemiologia y los métodos Bayesianos usados en
la reconstruccién de darboles filogenéticos [1, 2]. La
estadistica Bayesiana se presenta corrigiendo algunos
problemas epistemoldgicos de la estadistica frecuentis-
ta [3,4]. Parece corregir ciertos problemas, pero sin
embargo, en la practica profesional, los enfoques fre-
cuentistas y los Bayesianos conducen a resultados muy
similares. Por otra parte, durante gran parte del siglo
pasado y parte de éste, la estadistica frecuentista (en
general paramétrica) ha sido el método fundamental
en la prueba de hipdtesis estadisticas en ciencias. Es
decir, gran parte de la ciencia de hoy se ha apoyado en
esta aproximacion a pesar de sus problemas.

El objetivo de este articulo es revisar las bases y pro-
blemas de la estadistica en general y los enfoques fre-
cuentista y Bayesiano, analizando su compatibilidad:
¢existe una divergencia o convergencia entre la esta-
distica frecuentista y la bayesiana?

El método cientifico

Numerosos autores contribuyeron a consolidar el
llamado método hipotético-deductivo. Este tiene como
pasos principales: la observacién, formulacion de hipé-
tesis, deduccion de consecuencias verificables, la veri-
ficacién y comparacién con la experiencia. René Des-
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cartes (1596-1650) definié “las reglas del método para
dirigir bien la razdén y buscar la verdad en las ciencias”
y Francis Bacon (1561-1626) pensaba que la observa-
cién repetida de fendmenos comparables permitia ex-
traer por induccidn leyes generales que los gobiernan,
siendo considerado el padre del concepto de “induc-
cién”. Sin embargo, Karl Popper (1902-1994) rechazé
la posibilidad de extraer leyes generales por induccion
aclarando que éstas constituyen en realidad nuevas hi-
potesis que permiten elaborar predicciones [5-7]. Para
Popper lo central es que las teorias puedan ser refu-
tadas (“falsabilidad”) y en este sentido no habria teo-
rias verdaderas sino no-refutadas. E1 método propues-
to por Popper es conocido como hipotético-deductivo-
refutacionista (HDR). En esta diferencia de opiniones
entre Bacon y Popper parece establecerse una contro-
versia entre la inferencia inductiva que propone la ob-
tencidén de leyes generales desde la repetitividad de los
fenémenos, desde lo particular a lo general (empiri-
co, observacional), y el pensamiento deductivo que va
desde lo general a lo particular (si p, entonces ¢). Sin
embargo, de las cuatro fases del método HDR: 1) plan-
teamiento del problema; 2) formulacién de hipétesis;
3) deduccién de consecuencias verificables de la hipd-
tesis; y 4) contraste de hipédtesis (refutacién), la de-
duccioén sélo participa en los pasos 2 y 3. Mientras que
la induccién opera en los pasos 1 y 4. Asi, el método
cientifico combina induccién y deduccién. Hoy algunos
autores rechazan la refutacién como el tnico sello de
lo cientifico [7].
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Estadistica y la definicidn de proba-
bilidad

El razonamiento inductivo conduce a la evaluacién
y a la toma de decisiones respecto de determinadas
proposiciones, y esto se apoya en la estadistica. Esta
se puede definir como “la ciencia, pura y aplicada, que
crea, desarrolla y aplica técnicas para la descripcion de
datos y la evaluacién de la incertidumbre de inferen-
cias inductivas” (modificada de [8]). Es decir, el fin de
la estadistica es medir o cuantificar la incerteza de las
inferencias inductivas mediante el concepto de proba-
bilidad.

La definicién clasica de probabilidad de Laplace
propone que si todos los sucesos elementales del espa-
cio muestral son mutuamente simétricos (equiproba-
bles), la probabilidad del suceso A es el cociente entre
el nimero de resultados favorables a A y el nimero de
resultados posibles de un experimento:

casos favorables a A
casos posibles

P(A) )

Destacan dos observaciones: 1) en esta definicién
no se necesita haber realizado el experimento para co-
nocer su probabilidad, es decir, es una definicién a
priori. En otras palabras, no seria necesario tirar una
moneda para saber que la probabilidad de sacar cara
es 1/2; y 2) La definicién es circular, es decir, para de-
finir probabilidad se necesita que los sucesos elemen-
tales del espacio muestral sean equiprobables. O sea,
se define probabilidad en funcién de la equiprobabi-
lidad del espacio muestral. Esto es conocido como la
paradoja de la teoria de probabilidades.

A diferencia de este enfoque, a mediados del siglo
XIX se desarroll6 el concepto de probabilidad del su-
ceso A como la frecuencia relativa de ocurrencia de A
(na) en n intentos (n), por Antoine Agustin Cournot
(1843) y Robert L. Ellis (1849). Esta es una definicién
a posteriori, es decir, exige que el experimento se haya
realizado repetidas veces antes de estimar la probabi-
lidad de un suceso, y crea la nocién frecuentista de
probabilidad. Esta fue desarrollada en mayor magni-
tud por Richard Von Mises (1919) definiendo la proba-
bilidad como esta frecuencia relativa cuando se repite
indefinidamente un experimento en las mismas condi-
ciones, es decir, como un limite: nl;ngo =4 Sin embargo,

no es posible repetir un experimento infinitas veces.
Andrei Kolmogorov (1933), consciente de la para-
doja de la definicién clasica de probabilidad miré la
probabilidad desde la teoria de la medida y propuso
una definicién axiomatica como una funcién que le
asigna a un evento A, un nimero P(A) entre 0 y 1,
eludiendo el problema de la mutua simetria. Asi, Kol-
mogorov considera al conjunto de los posibles resulta-
dos de un experimento como el espacio muestral (£2),

al conjunto de todos los posibles eventos como un con-
junto de subconjuntos de (2, cerrado bajo unién e in-
terseccion, es decir, un sigma-algebra de Q2 (o-2) yala
probabilidad como una funcién

P:o-Q—0,1]
A+— P(A),

tal que
@ PO =1;
(i) P(A4) > 0,para todo A € 0-Q;

(iii) Si AN B =), entonces P(AU B) = P(A) + P(B)
(teorema de la “0”).

Para Kolmogorov el triplete (£2,0-C2, P) constituye el
espacio de probabilidades. Su definicién es a posteriori
ya que para determinar la medida de la probabilidad
se necesita medir el evento A y tener una medida del
espacio muestral [9-11].

De estas definiciones se puede observar una duali-
dad que se refleja en la siguiente pregunta: ées la pro-
babilidad un atributo del evento, o es un atributo del
conocimiento? Las definiciones a posteriori requieren
que el experimento se haya realizado, siendo entonces
la probabilidad un atributo del evento. Pero si el ex-
perimento ya se realizd y conocemos el espacio mues-
tral y su medida, {para qué necesitamos el concepto
de probabilidad? La definicion clasica en cambio no re-
quiere que el experimento se haya realizado, pero para
su estimacién se requiere el conocimiento de los suce-
sos elementales que constituyen el espacio muestral.
Esta dualidad se puede hacer evidente en el siguiente
ejemplo. Hay dos sujetos; el sujeto 1 tira una mone-
da al aire, ve el resultado sin que el otro lo vea y le
pregunta al sujeto 2: ¢{cudl es la probabilidad que sea
sello? El sujeto 2 dice inmediatamente: 1/2. Pero para
el primer sujeto el evento ya ocurrié y entonces este
dice: ino! La probabilidad es 1, sali6 sello. El sujeto 1
conoce el evento y su frecuencia relativa es 1 (1 en 1
intento) mientras que el segundo mide su conocimien-
to del posible resultado, uno de dos posibles (1/2).

Estrategia de la estadistica frecuentista

Gran parte de la ciencia se basa en datos y el re-
chazo o aceptacidn de hipétesis en estadistica requiere
la medicién de la incerteza de las inferencias inducti-
vas (p-valor). La estrategia de la estadistica frecuen-
tista consiste en: 1) Planteamiento de una hipdtesis;
2) Dicotomia de la hipdtesis: Hy vs Hy, donde Hj es
la hipétesis de nulidad y H; es la hipdtesis alternativa
(de investigacién); 3) Eleccién del nivel de significa-
cion («). En general en ciencias se consideran como
adecuados niveles de o de 0,1, 0,05 o 0,01. El mas uti-
lizado es o = 0,05; 4) Eleccién de un estadistico (o
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test) y una décima apropiada, basados en ciertos su-
puestos; y 5) En base al resultado de la décima, tomar
una decision estadistica. De esta manera, la estrategia
de la estadistica frecuentista va dirigida al rechazo de
la hipétesis de nulidad Hy, lo que permite, dado la di-
cotomia de la hipétesis, aceptar por defecto la hipétesis
de investigacion contenida en H;. Actualmente, para
la toma de decisiones se usa una estrategia combinada
inicialmente desarrollada por Ronald Fisher y modifi-
cada por Jerzy Neyman y Egon Pearson. La estrategia
es controlar la probabilidad de rechazar Hy dado que
ésta es verdadera, que se estima a partir de los datos:
P(Rechazo Hy | Hj verdadera) = P(Error de tipo I).
Si ésta es menor que el maximo nivel que estamos dis-
puestos a tolerar (i.e. o), entonces rechazamos Hj y
en consecuencia aceptamos H;. Observamos dos he-
chos muy curiosos: 1) lo que medimos es en esencia
la probabilidad de tener los datos observados (x) ba-
jo el supuesto que Hy es verdadera, P(x | Hy), y no
P(Hy | x); si esta probabilidad es baja entonces supo-
nemos que Hj es falsa; y 2) nunca probamos H; ni me-
dimos su probabilidad, es decir, la aceptamos por de-
fecto al rechazar Hy. Si aceptamos H (en rigor, sino la
rechazamos) podemos estar cometiendo otro error (de
tipo II), que es medible: P(Aceptar Hy | Hj falsa) =
P(Aceptar Hy | H; verdadera), pero no siempre lo me-
dimos [8].

Para profundizar y entender mejor la inferencia fre-
cuentista es necesario comprender algunos conceptos
previos:

Poblacidn: Conjunto de objetos o eventos de interés
asociados a un estudio o experimento.

Muestra: Es un subconjunto de la poblacién. Esta
constituida por las unidades de muestreo, por ejemplo,
“individuos”. La unidad de analisis puede ser diferen-
te de la unidad de muestreo, por ejemplo, el individuo
(unidad de andlisis) perteneciente a una vivienda (uni-
dad de muestreo).

Probabilidad: es la frecuencia relativa de un evento.
Parametro o estimando (0): Son caracteristicas de la
poblacién, por ejemplo la esperanza o promedio pobla-
cional yu, una proporcién poblacional P, la desviacion
estdndar o o la varianza o2.

Estadistico: es una funcién de una variable aleatoria
construida a partir de la muestra, por ejemplo ¢.
Estadistico suficiente: Uno o més estadisticos son su-
ficientes si no se puede calcular otro estadistico desde
la misma muestra que proporcione cualquier informa-
cién adicional en relacién al parametro estimado.
Estimador (): es un estadistico cuya finalidad es ge-
nerar un valor que se aproxime al valor de 6 a partir
de las unidades de la muestra. Los ejemplos mas ca-
racteristicos son el promedio muestral Z para estimar
11, la proporcién muestral P para estimar P, la desvia-
cién estandar muestral s para estimar ¢ y la varianza
muestral s? para estimar o2.

Estimacidn: es el valor muestral obtenido con un es-
timador que aproxima el valor de un parametro, por
ejemplo T = 5.

La inferencia frecuentista tiene dos capitulos muy
relacionados: la estimacion de pardametros y la doci-
masia de hipétesis. Ambas se refieren a pardmetros
que especifican o caracterizan la distribucién de una
o varias variables. Es comun trabajar con distribucio-
nes donde los parametros (0) se pueden particionar
en el o los parametros de interés (¥) y uno o mas
pardmetros de dispersion o ruido (nuisance, A). Un
ejemplo habitual es la distribucién normal o Gaussia-
na, donde 6 = (u, o), siendo p el parametro de inte-
rés y o el de dispersion [12,13]. En ambos capitulos
de la inferencia se usa un estadistico o pivot que espe-
cifica el area alrededor del parametro i) que propor-
ciona una medida de incerteza de éste. Por ejemplo,
si nuestra hipdtesis o estimacién es referida a ¢ (las
hipdtesis son siempre referidas a pardmetros), enton-
ces la idea es contar con un estadistico 7'(¢;v), don-
de t es una variable aleatoria, que permita estimar
la probabilidad P(T'(t;v) < t.) (o equivalentemen-
te P(T'(¢t;4) > t.)), donde ¢. es un valor critico, con
0 < ¢ < 1. Esto implica que P(¢p < ¢(t,¢)) =1 —¢
(de aqui el nombre de pivot). Por ejemplo, en el ca-
so del promedio p con varianza conocida o2, construi-
mos Z = (X — p)/(o/+/n) y estimamos que por ejem-
plo P(—1,96 < Z < 1,96) = 0,95 o equivalentemente
P(Z < -1,96V Z > 1,96) = 1 — 0,95 = 0,05. Ademés,
como P(—1,96 < (X — pu)/(c/+/n) < 1,96) = 0,95, ob-
tenemos P(X — 1,960/v/n < u < X + 1,960/y/n) =
0,95, lo que llamamos intervalo del 95% de confian-
za para el pardmetro p cuando o2 se conoce. Notemos
que el valor 1,96 en este caso fue sélo un ejemplo y que
en realidad corresponde a un valor de Z critico (z4/2)
para una cierta probabilidad predeterminada, en este
ejemplo, p = 1 — /2 = 0,95. También en este ejemplo,
en el caso de la docimasia de una cierta Hy, podemos
calcular P(Z = (X — p)/(o/v/n) > 1,96 = ¢.).

Segtin Cox (2006) [12] podemos encontrar dos en-
foques o estrategias en la inferencia frecuentista: la es-
trategia (o reduccién) de Fisher y el criterio operacio-
nal de Neyman-Pearson.

La estrategia de Fisher

En la estrategia de Fisher los pasos fundamenta-
les son: a) determinar la funcién de verosimilitud; b)
reducir a un estadistico suficiente S de la misma di-
mensidn que 6; ¢) encontrar la funcién de S que tiene
una distribucién que sdlo depende de v; y d) encon-
trar los cuantiles de esta distribucién para obtener los
limites para ¢, para un determinado nivel de probabili-
dad [12,13]. Asi esencialmente, la reduccién de Fisher
esta disefiada para encontrar un estadistico suficiente
para determinar el rango de resultados donde ) puede
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ocurrir en una distribucién de probabilidad que defi-
ne todos los valores posibles de éste parametro. Como
vemos, hay algunas claves en la estrategia de Fisher.

La primera cuestion clave incluye el concepto de ve-
rosimilitud y de la funcién de verosimilitud, donde ve-
rosimilitud no es lo mismo que probabilidad sino que
es proporcional a ella. En palabras textuales de Fisher
(1922) [14]: “The likelihood that any parameter (or set
of parameters) should have any assigned value (or set of
values) is proportional to the probability that if this were
so, the totality of observations should be that observed”
(La verosimilitud de que cualquier pardmetro (o con-
junto de parametros) deba tener algtn valor particular
(o conjunto de valores) es proporcional a la probabi-
lidad de que, si asi fuera, la totalidad de las observa-
ciones tengan los mismos valores que los observados).
Asi, la funcion de verosimilitud (likelihood function) es
la densidad conjunta de los datos f(x;6) pero con una
pequena diferencia. La f(x; 6) considera los datos x co-
mo argumentos y 6 es fijo, mientras que la funcién de
verosimilitud L(0;x) considera los datos x fijos y 6 es
el argumento. Entonces es claro que L(f;x) no especi-
fica y es diferente de la probabilidad de un cierto valor
del pardmetro 6 dados los datos.

La segunda cuestion clave es encontrar un estadis-
tico suficiente para el pardmetro al que se refiere la
hipétesis en el caso de docimasia. Y aqui la cosa se po-
ne complicada. Entre los miles de estadisticos que uno
pudiera inventar, {cdmo saber que el propuesto es su-
ficiente? (i.e. no hay otro mejor que aporte nueva in-
formacién de los pardmetros). Fisher construye entre
1912 y 1922 un método que, segtn él, conduce a la
obtencidén de estadisticos suficientes y en 1922 lo bau-
tiza con el nombre de “método de maxima verosimili-
tud” (maximum likelihood method) [15]. Sin embargo,
en este articulo expresa: “For the solution of problems
of estimation we require a method which for each parti-
cular problem will lead us automatically to the statistic
by which the criterion of sufficiency is satisfied. Such a
method is, I believe, provided by the Method of Maximum
Likelihood, although I am not satisfied as to the mathe-
matical rigour of any proof which I can put forward to
that effect. Readers of the ensuing pages are invited to
form their own opinion as to the possibility of the method
of the maximum likelihood leading in any case to an in-
sufficient statistic” (Para la solucidon de problemas de
estimacion necesitamos un método que para cada pro-
blema particular nos lleve automdaticamente al estadis-
tico mediante el cual se satisface el criterio de suficien-
cia. Creo que tal método lo proporciona el método de
maxima verosimilitud, aunque no estoy satisfecho en
cuanto al rigor matematico de cualquier prueba que
pueda presentar en ese sentido. Se invita a los lectores
de las paginas siguientes a formarse su propia opinién
sobre la posibilidad de que el método de maxima vero-
similitud conduzca en cualquier caso a un estadistico

insuficiente).

Fisher (1922) explica el método de méaxima vero-
similitud de la siguiente forma: “si en una distribu-
cién que involucra pardmetros desconocidos 61, 6, . ..
la probabilidad de que una observacién caiga en un
rango dx es f(x;01,6s,...)dz, entonces la chance (cu-
riosamente Fisher usa esta palabra, la que hoy para no-
sotros tiene un significado diferente) que en una mues-
tra de tamafio n, n; caigan en un rango dx, no €n un
rango dxs y asi sucesivamente, sera:

rﬁi' H [f(.%'pQ 91, 927 .. .)dxp]P ”
P

El método de maxima verosimilitud consiste en en-
contrar el conjunto de parametros (61, 6o, ...) que ma-
ximiza esta funcién, y como sélo la funcién f incluye
los pardmetros, entonces basta con maximizar S log f
(i.e. el logaritmo de la parte que incluye los parame-
tros). Fisher lo ejemplifica con una distribucién bino-
mial, n ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito
p, con x éxitos e y fracasos (z + y = n), en donde

(2)

representa la probabilidad de distribucién conjunta de
los datos. Entonces

Slog f = xzlogp + ylog(1 — p). 3)

Derivando esta expresion respecto a p, e igualando
a 0, obtenemos el valor p = z/n, quien seria el estima-
dor maximoverosimil y suficiente de p.

Es bien conocido que a pesar de las dudas de Fisher
en relacion a la rigurosidad matemaética, su método es
hoy ampliamente utilizado para obtener estimadores.

Entonces en la estrategia de Fisher, en el caso de la
docimasia de hipdtesis, tenemos una hip6tesis de nuli-
dad, Hy, que especifica numéricamente la distribucién
de los datos. Se desea entonces examinar la coherencia
de esta hipotesis nula con los datos observados. Ade-
mas, suponemos un estadistico suficiente, T' (variable
aleatoria), tal que cuanto mayor sea su valor observa-
do ¢, mas fuerte serd la discrepancia en cuestion y tal
que se conozca la distribucién de la variable aleatoria
T bajo Hy. Para evaluar la consistencia con Hy, se tiene
un valor observado ¢, una distribuciéon de probabilidad
para T si Hy fuera verdadera y la especificacion de que
cuanto mayor sea ¢, peor serd la consistencia. Enton-
ces no hay otra opcién en esta formulaciéon que usar
P(t) = P(T > t; Hy), que conocemos como el p-valor
(p-value).

En la estrategia de Fisher sélo existe una posbilidad
de error, cuya probabilidad estd medida por el p-valor:
rechazar una hipdtesis de nulidad cuando es verdade-
ra. De hecho Fisher nunca lo llamé error de tipo I, sino
que propuso sélo medir el p-valor y en base a éste to-
mar una decision en relacién a H,. Esta idea recuer-
da mucho a Popper y aunque fueron contemporaneos
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(R.A. Fisher 1890-1962 y K. Popper 1902-1994), al me-
nos la historia no registra que éstos se hayan leido mu-
tuamente. Invito al lector a estimar la probabilidad que
ambos se hayan leido, que sin duda ser4 alta.

Criterio operacional de Neyman-Pearson

La segunda estrategia fue introducida por J. Ney-
man y E. Pearson, llamando al error de Fisher error de
tipo I y definiendo un segundo error, error de tipo II.
El nivel de significacién equivale a la magnitud maxi-
ma del riesgo que estd dispuesto a correr el investiga-
dor, de cometer el error de rechazar una hipodtesis de
nulidad cuando es verdadera. Sin embargo en la pers-
pectiva de Neyman y Pearson, para establecer el nivel
de significacién estadistica habria que estudiar cada ti-
po de error, y a partir de ahi se decidiria cudl de ellos
es preferible minimizar. A partir de este tltimo tipo de
error, introdujeron el concepto de “poder o potencia de
una prueba estadistica”, el cual se refiere a su capaci-
dad para evitar el error tipo II, y estd definido por 1 — S
(8 es la tasa del error de tipo II). A partir de éste se ha
desarrollado el concepto de “tamafio del efecto” que
algunos han propuesto como sustituto de los valores p
en los informes de investigacion cientifica [16,17]. Asi,
Neyman y Pearson nos invitan a mirar Hy y H;. Aqui es
util aclarar que el p-valor no mide el tamafio del efec-
to ni estima la verosimilitud de H;, lo que hace que
la frase “fue estadisticamente significativo” induzca a
errores de interpretacion, por lo que la Sociedad Ame-
ricana de Estadistica (ASA) ha sugerido evitarla [18]
(ver Figura 1).

Vemos que gran parte del conocimiento cientifico
se basa en un método que tiene varias grietas concep-
tuales como la paradoja de las probabilidades y una es-
trategia al menos extrafia, pero que sin embargo acep-
tamos como una especie de hibrido de los conceptos de
Fisher, Neyman y Pearson (un estimado colega llama a
esta estrategia “el imbunche estadistico”, comparando-
la con una entidad deforme y espantosa de la mitologia
mapuche y chilota).

Inferencia Bayesiana

Lo que llamamos hoy teorema de Bayes [19] se
puede enunciar de la siguiente forma: “Dada una par-
ticién del espacio muestral Cj, con j = 1,2,...,k (i.e.
causas) y un evento A (i.e. un hecho), entonces la pro-
babilidad condicional (o a posteriori) de C;, dado el
evento A (i.e. la probabilidad de una causa dado un
hecho) es

T SPA[CPC) @

Esto nos indica que para calcular (o actualizar) la
probabilidad de un evento es necesario estimar la pro-
babilidad a priori de C; (P(C;)) y la probabilidad de

que ocurra el evento A dado cada uno de los posibles
C;. Al extender este teorema a variables aleatorias con-
tinuas y a la estimacion de parametros (#) a partir de
los datos (x), podemos establecer que la probabilidad
o distribucién a posteriori, dado el conjunto de datos
(m(6 | x)) es proporcional a la verosimilitud de los da-
tos (P(x | 6) = L(0;x)) por la probabilidad o distribu-
cioén a priori 7(6) [17]:

(0 | x) < L(0;x)m(0). (5)

p-valor

o t* T

Figura 1: La estrategia estadistica frecuentista. Se tienen las
distribuciones de frecuencia o densidades f de dos hipdte-
sis especificadas por sus parametros en funcién de un esta-
distico suficiente 7' con un valor critico ¢.. La probabilidad
de rechazo de H, cuando ésta es verdadera para este valor
critico arbitrario es « = P(rechazo de Hy | Hy verdadera)
(en rojo). En color gris se muestra el error de tipo II (3). El
drea achurada representa el p-valor determinado por el valor
calculado t* a partir de la muestra. Observamos que la idea
es que el p-valor (drea achurada) sea menor que el maximo
valor que estamos dispuestos a aceptar representado por el
nivel de significaciéon «, en rojo. Por otra parte, al mover ¢,
podemos disminuir la tasa de error tipo I, pero con el costo
de aumentar la de error tipo II, y viceversa.

La inferencia Bayesiana en general se realiza por
métodos iterativos que permiten actualizar la probabi-
lidad de una hipdtesis dado los datos (Figura 2). Tie-
ne la particularidad de que necesita una estimacién a
priori de la distribucién de los pardmetros (o las hipé-
tesis especificadas por ellos) que puede ser subjetiva
(en lo sucesivo Priori). Hoy, a diferencia de los estu-
dios iniciales de Bayes y Laplace, puede o no usarse
una distribucién uniforme como Priori. Al igual que en
la estadistica frecuentista, a mayor cantidad de datos
menor es la incerteza de las inferencias y ademas cuan-
do el tamafio muestral es grande la Priori tiende a ser
irrelevante, es decir el peso de la decision recae en los
datos o su verosimilitud (data dominated cases [20] o
large samples cases [21]). La inferencia Bayesiana usa
el concepto de probabilidad como atributo del conoci-
miento y mide directamente la verosimilitud de la hi-
potesis de investigacion [4] (Tabla 1).
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Tabla 1: Diferencias entre la inferencia frecuentista y Bayesiana (modificada de [4]).

Concepto Inferencia frecuentista Inferencia Bayesiana
Probabilidad Frecuencia relativa de un evento Grado de certeza de conocimiento
Datos Aleatorios, muestra representativa Fijos, son los que hay
Parametros Fijos Aleatorios

Intervalo del k£ % de confianza

Conclusién

Un intervalo que incluird el valor
del parametro en el k % de las muestras

P(x | H)
(i.e. P(rechazo Hy | Ho verdadera))

Un intervalo con una probabilidad &
de incluir el valor real del parametro

P(H [ x)

Interesantemente la inferencia Bayesiana parece no
seguir las ideas de Popper, sino mas bien las de Francis
Bacon (1620). Abraza la idea de inferir la hipétesis de
investigacion directamente a partir de una distribucion
a priori y de la verosimilitud. Es decir, el problema de
la ciencia no se trataria de rechazar infinitas Hy’s, si
no de afirmar o dar soporte a hipdtesis de investiga-
cién (Hy). En nuestra vida cotidiana este pensamien-
to Bayesiano (o Baconiano) es casi natural en la toma
de decisiones. Veamos algunos ejemplos. En medicina:
vemos un paciente y nos formamos una concepcién a
priori acerca de su diagnostico, le tomamos un conjun-
to de examenes (datos, verosimilitud) y proponemos
un diagndstico a posteriori; en investigaciones policia-
les: proponemos a priori un conjunto de posibles culpa-
bles, recabamos antecedentes (datos, verosimilitud) y
proponemos un culpable a posteriori; en general: tene-
mos muchas posibles soluciones a un problema (Prio-
ri), realizamos estudios (datos; verosimilitud), propo-
nemos soluciones a posteriori. En mi experiencia perso-
nal, como médico radidlogo, los pacientes acuden con
una hipotesis diagndstica (Priori), tomamos y analiza-
mos imagenes médicas (datos: ecotomografias, radio-
grafias, tomografias computadas, etc.) y proponemos
un diagndstico radioldgico (a posteriori).

Compatibilidad frecuentista-Bayesiana y
verosimilitud

La inferencia Bayesiana y la inferencia frecuentista
son conceptualmente diferentes. La primera usa el con-
cepto de probabilidad como un grado de conocimiento
o de creencia en relacién a un suceso, mientras que
la inferencia frecuentista interpreta la probabilidad co-
mo una frecuencia relativa de un suceso (o el limite
de ella). Es dificil conciliar ambas aproximaciones. ¢Es
necesario tirar un dado para saber que la probabilidad
de obtener 5 es 1/6? Para los Bayesianos no y para los
frecuentistas si, y muchas veces. En algunas ciencias en
general se tiene gran cantidad de datos que permiten
medir frecuencias relativas (y estimar probabilidades),

como la biologia o las ciencias sociales, pero en otras
no y es necesario recurrir a supuestos y modelos, como
la ingenieria, donde se vuelven titiles los conceptos de
probabilidades a priori y donde no hay frecuencias re-
lativas. ¢Cémo estimaria usted la probabilidad que dos
personas se encuentren entre las 12:00 y las 13:00 ho-
ras, si cada una esperard un maximo de 15 minutos?
¢Podra usted realizar este experimento muchas veces y
medir la frecuencia relativa de encuentro?

n( 0| X)xL(8;X)n(0)

\ 4

1.8 1 X)Ly (8; X) ... L(8; X)L, (8; X)(6)

Figura 2: La estrategia Bayesiana. Se tiene una Priori ()
y la verosimilitud L(0;x) = P(x | 0) que determinan una
distribucién a posteriori w(6 | x). Después ésta puede ser
usada como una nueva Priori en un proceso iterativo, de
manera que en la iteraciéon k-ésima tenemos, a posteriori,
k(0 | X) < Li(0;%) -+ La(0 | x)L1(0 | x)7(6).

Como se muestra en la Tabla 1, las diferencias no
s6lo se refieren al concepto de probabilidad, sino tam-
bién a los datos, pardmetros y a la toma de decisiones.
¢Serd que una aproximacion estd buena y la otra mala?
Y si es asi, écdmo es posible que buena parte de la cien-
cia haya avanzado con éxito con una aproximacion (en
general, inferencia frecuentista) sin necesidad de usar
la otra?

Hemos visto que en la inferencia frecuentista es
fundamental encontrar estadisticos (o estimadores) su-
ficientes que permitan caracterizar las distribuciones y
sus parametros y, en consecuencia, las hipétesis pue-
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den especificarlos (por ejemplo, Hy : n < 0vs Hy : pu >
0). Hemos visto también que el método propuesto por
Fisher es el método de mdaxima verosimilitud. Fisher
tenia dudas de la matematica detras de su método y
solo dio argumentos en favor de por qué él pensaba
que su método conduce a estadisticos suficientes, de-
dicando todo un segmento de su articulo a justificarlo.
Textualmente dice “that the criterion of sufficiency is ge-
nerally satisfied by the solution obtained by the method
of maximum likelihood appears from the following con-
siderations...” (ver [14]).

Fisher en algunas partes de su articulo parece estar
defendiendo su método contra cualquier ataque Baye-
siano: “but what a priori assumption are we to make
as to the distribution of §? Are we to assume that 6 is
equally likely to lie in all equal ranges df?”. De hecho,
en su articulo de 1922 no utiliza ningiin supuesto al
respecto. Sin embargo, en lo que se refiere a por qué
maximizar la distribucién de los datos dado el para-
metro (o la hipétesis) f(x | §) = L(0;x) y no la pro-
babilidad del pardmetro dado los datos f(¢ | x), la
explicacidn es solo esbozada.

Fisher en 1912 [22] usa en varias ocasiones el con-
cepto de probabilidad inversa, lo que recuerda a La-
place en 1774 [23], quien en la segunda seccion de
sus memorias ofrece una distincion entre aquellos ca-
sos en los que el evento (de interés) es incierto, aunque
se conoce la causa, y aquellos en los que el evento es
conocido y la causa es desconocida. A esto se refiere
Laplace con probabilidad de las causas o probabilidad
inversa. En el mismo articulo Laplace establece que “si
un evento puede ser producido por un ntimero n de
causas diferentes, las probabilidades de existencia de
estas causas dado el evento son como las probabilida-
des del evento dado estas causas” [19]. En nuestros
dias esto se puede expresar como [24]

P(C; | A)
P(C; | A4)

_P(A|C)
“ PG ©

Esta expresion se deriva directamente del teorema de
Bayes para una distribucién uniforme, lo que debemos
recordar para seguir la argumentacion.

En 1912 Fisher [22] explica su método para esti-
mar parametros que entonces llamé “an absolute crite-
rion for fitting frequency curves” de la siguiente forma:
“Sea p = fdx la chance que una observacién caiga en
un intervalo dz. Entonces P = [] fdx es proporcional
a la chance que un conjunto dado de observaciones
ocurra (distribucién conjunta)”. Como los factores dx
son independientes de la curva tedrica, “the probability
of any particular set of 6’ is proportional to P, where
log(P) = > log(f). The most probable set of values for
the 6’ will make P a maximum”. Esto lo podriamos ex-
presar hoy como P(6 | x) o P(x | #). Este es evidente-
mente un argumento basado en la probabilidad de las
causas o probabilidad inversa que se encuentra en la

expresién de Laplace (usted lector cambie C; por  y A
por los datos x en la expresién de Laplace). En 1922
Fisher se desvincula de este argumento aunque recono-
ce: “I must indeed plead guilty in my original statement
of the Method of Maximum Likelihood to having based
my argument upon the principle of inverse probability...”
y agrega en referencia al principio de probabilidad in-
versa: “if the same observed result A might be the conse-
quence of one or other of two hypothetical conditions X
and Y, it is assumed that the probabilities of X and Y
are in the same ratio as the probabilities of A occurring
on the two assumptions, X is true, Y is true”, que no es
mas que la expresion ya mencionada de Laplace.

Para algunos autores efectivamente Fisher se ba-
sa en la probabilidad inversa para construir el méto-
do de mdaxima verosimilitud. Se trata de maximizar
la densidad a posteriori obtenida de una Priori unifor-
me [25-27]. Fisher, que segun sus bidgrafos, era bas-
tante temperamental [15], en 1912 afirmé que su mé-
todo si se basaba en la probabilidad inversa, en 1917
afirmé exactamente lo mismo, en 1921 negd airada-
mente haber asumido una Priori uniforme en su tra-
bajo de correlacién, y en 1922 trat6 el principio por
separado del postulado de Priori uniforme, pero reco-
nocidé que en 1912 si lo habia hecho [15]. Creo que es
evidente que es asi.

Asi, desde este punto de vista, el método de maxi-
ma verosimilitud propone que a través de f(x | ) esta-
mos mirando f(6 | x), y calculando los parametros que
optimizan f(x | #) = L(0;x) obtenemos estadisticos y
estimadores suficientes que nos permiten especificar y
probar hipdtesis en la inferencia frecuentista. Esto es
muy curioso, ya que le otorga una base “Bayesiana” a
la inferencia frecuentista de Fisher.

Mirando ahora estos aspectos desde la perspectiva
Bayesiana, la base se encuentra en el siguiente desarro-
llo: El teorema de Bayes permite medir directamente la
verosimilitud de una hipétesis de investigacion. Si sélo
son posibles Hy y H; (podriamos cambiar por para-
metros 6y y 01, ya que las hipotesis se especifican con
parametros) y queremos medir directamente la proba-
bilidad que H; sea verdadera habiendo obtenido un
conjunto de datos x, aplicando directamente el teore-
ma de Bayes:

P(x | H,)P(Hy)

P = BT () + Plx | Bo)P(Hs)
P(x | Ho)P(Ho)
P(H =
o 1) = B THP () + Plx | Ho)P(Hy)
Dividiendo ambas expresiones obtenemos:
P(Hy | %) _ Plx| HOP(H) _ L(Hiix) PUH) o
P(H() | X) P(X | H())P(H()) L(H();X) P(H())

Lo que en general expresamos como: la “Odds” a
posteriori (O,) es igual al producto entre la razén de
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verosimilitudes (LR) por la Odds a priori (Og): Op =
LR - Og. En inferencia Bayesiana a LR habitualmen-
te se le llama “Factor de Bayes” (K) para diferenciarlo
del método de maximizacién de la razén de verosimili-
tudes. Conociendo la Odds a posteriori de H; podemos
calcular la probabilidad

_ OP
P(H: %) = 5 2.

(10)

Por ejemplo, si el factor de Bayes es K = 10y
Op = 3, entonces O, = 10 x3 =30y P(H; | x) =
30/(30 + 1) = 0,968. ¢{Qué interesante, no? Si segui-
mos la linea de Bayes, bajo ciertos supuestos podria-
mos medir la probabilidad de H; dados los datos.

Entonces, en resumen, en esta aproximacion reco-
nocemos la Odds a priori (Op), que no es mas que el
cociente entre dos Prioris, el factor de Bayes que es
el cociente entre verosimilitudes y la Odds a posterio-
ri (Op). Notablemente, si las Prioris fueran uniformes
Og = 1, entonces todo el peso recaeria en los da-
tos y seria un problema de verosimilitudes, tal como
sugiere la estrategia frecuentista. Curiosamente tam-
bién el factor de Bayes, en el caso simple de dos hi-
potesis (o parametros), contiene en el denominador a
P(x | Hy) = L(Hy;x), que es justamente lo que pre-
tende medir el p-valor en la estrategia de Fisher. Es
decir, un p-valor pequefio (i.e. p < 0,05) determinara
un factor de Bayes grande y, en consecuencia, una O,
y P(H; | x) grandes, apoyando favorablemente a H.
A la inversa, con un p-valor grande, el factor de Ba-
yes serd menor y O, y P(H; | x) pequeflos, apoyando
débilmente o definitivamente no apoyando a H;. No-
tamos también que el factor de Bayes contiene en el
numerador a P(x | Hy) = L(H;;x), que es analogo a
la potencia de la décima (1 — ). Es decir, justamente lo
que nos proponen Neyman y Pearson con su error de ti-
po II. En otras palabras, Neyman y Pearson nos invitan
no s6lo a mirar el error de tipo I sino también mantener
bajo el error de tipo II, lo que en consecuencia redun-
dard en un factor de Bayes muy alto y en definitiva un
apoyo a H; (y rechazo de Hy). La inferencia Bayesiana
se concentra en el factor de Bayes, pero este ejemplo
nos muestra que también la inferencia frecuentista lo
hace, aunque de una forma diferente, sugiriendo que
ambos enfoques, aunque conceptualmente diferentes,
son convergentes en la toma de decisiones en estadis-
tica (Figura 3).

Conclusiones destacables

La ciencia se apoya en el método cientifico y éste en
la estadistica. Bacon propone que este método se basa
en la induccidon mientras que Popper propone que este
método se basa en la hipdtesis-deduccién-refutacion.
La estadistica frecuentista se alinea con las ideas de

Popper concentrandose en la refutaciéon de la hipéte-
sis de nulidad, mientras que la inferencia Bayesiana
parece apoyar a Bacon afirmando la hipétesis de in-
vestigacion. La estadistica se apoya en la medida de
la probabilidad. Sin embargo, el concepto de proba-
bilidad es primero paradojal por su propia definicién
circular y es diferente para las inferencias frecuentista
y Bayesiana. La inferencia frecuentista trata de evitar
la subjetividad Bayesiana, tratando la probabilidad co-
mo una frecuencia y buscando estadisticos suficientes
para especificar y docimar hipdtesis, pero en su bus-
queda usa la maxima verosimilitud que tiene una base
Bayesiana. La inferencia Bayesiana se basa en Prioris
que pueden ser subjetivas o minimamente informati-
vas (como la distribucién uniforme) y en la funcién de
verosimilitud para determinar la distribucién a poste-
riori de parametros (o hipdtesis especificadas por pa-
rametros), pero la verosimilitud (o el factor de Bayes)
es la base de la inferencia frecuentista. Finalmente, es-
te andlisis nos muestra que ambas aproximaciones son
compatibles a pesar de sus diferencias conceptuales y
que cuando los tamafios muestrales son grandes, el pe-
so de las decisiones recae en los datos, y ambas apro-
ximaciones convergen.

_P(XIH) _L(H;X)

" P(X | Hy) L(HgX)

Figura 3: El factor de Bayes (K) es el cociente entre verosi-
militudes para dos diferentes hipétesis especificadas por sus
parametros. En el denominador se encuentra la idea de un
conservador Fisher cuya estrategia propone sélo un p-valor
bajo P(x | Ho). Jerzy Neyman y Egon Pearson nos invitan
también a mirar en numerador P(x | H;), mientras que la
idea que usa la inferencia Bayesiana es el cociente K, que en
definitiva determina O, y P(H1 | x).
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