La curtosis indica el peso de las colas, y hada mas
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1. Introduccion

La distribucién de una variable aleatoria, ya sea
empirica o tedrica, puede describirse mediante varias
medidas de resumen, todas complementarias entre si.
Estas medidas entregan informacién de distintas carac-
teristicas de la distribucion: tendencia central, disper-
sion, posicién y forma. Para esta dltima usamos tipica-
mente dos medidas, a través de sus respectivos coefi-
cientes: la asimetria y la curtosis.

La curtosis se ha interpretado tradicionalmente, al
menos en algunas dreas de investigacion, como el gra-
do de lo «puntiagudo» de la distribucién. Asi, de acuer-
do a la definicién original introducida por Karl Pear-
son, el valor 3 corresponderia a una distribucién Gaus-
siana o normal (distribucion «mesoctrtica») y, a partir
de ahi, si es mas puntiaguda es mayor a 3 (distribucion
«leptocurtica») y si es menos puntiaguda es menor a 3
(distribucion «platictrtica»). Sin embargo, una mayor
curtosis también indica la presencia de colas mas pesa-
das, interpretacién que no siempre estd presente.

En este ensayo revisaremos esta medida, repasando
su historia y la evolucién de su interpretacién. Conclui-
remos, o mas bien redescubriremos la conclusiéon a la
que algunos autores habian llegado hace tiempo, de
que la curtosis nada tiene que ver con lo «puntiagudo»
de la distribucién sino solo con el peso de las colas.

2. Los origenes

Cuenta la historia que fue Karl Pearson quien intro-
dujo por primera vez el término kurtosis (en inglés),
del griego kurtos (curvo). Segun sefialan varios auto-
res y autoras, el término habria aparecido por primera
vez en Pearson (1905), un articulo de réplica' a la cri-
tica de Ranke & Greiner (1904) a uno de sus trabajos
sobre las distribuciones asimétricas a las cuales no se
ajusta la distribucién normal.

En dicho articulo Pearson describe las que, a su jui-
cio, son las tres principales diferencias entre las distri-
buciones de frecuencia reales (empiricas) y la distri-
bucién tedrica Gaussiana o normal: (i) la separacion
entre la media y la moda; (ii) la razon entre esta sepa-
racion y la variabilidad, a la que llamé skewness (que
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conocemos en espaiiol como asimetria); y, cito textual
(traduccién propia),

(iii) Un grado de aplanamiento de la par-
te superior que es mayor o menor que
el de la curva normal. Dadas dos distri-
buciones de frecuencia que tienen la mis-
ma variabilidad medida por la desviacién
estdndar, pueden ser relativamente mds o
menos aplanadas que la curva normal. Si
son mas aplanadas, las denomino platictir-
ticas; si son menos aplanadas, leptoctirticas;
y si son igualmente aplanadas, mesoctirti-
cas. Una distribucién de frecuencia puede
ser simétrica, satisfaciendo las dos prime-
ras condiciones de normalidad, pero puede
no ser mesoctrtica, y por lo tanto la curva
Gaussiana no puede describirla.

Del escrito queda la impresién que Pearson ya hu-
biese mencionado o definido antes el concepto de cur-
tosis. Sin embargo, aunque en diversos articulos desde
1894 venia desarrollando el concepto (Fiori & Zenga,
2009), al parecer esto no fue asi, lo que explicaria que
varios autores y autoras sefialen el articulo de 1905 co-
mo aquel en el que se introdujo el término (Balanda &
MacGillivray, 1988; Dyson, 1943; Fiori & Zenga, 2009;
Westfall, 2014).

Pearson habia definido antes lo que podriamos tra-
ducir como «aplanamiento de la cima» o «achatamien-
to» (flat-toppedness) (Pearson, 1902), dado por

By =4 )

;7
donde p4 = E[(X —E[X])*] es el cuarto momento de la
distribuci6n en torno a la media y 0 = E[(X — E[X])?
es la varianza (segundo momento en torno a la me-
dia) de la variable aleatoria X. La expresion (1) se
conoce también como el cuarto momento estandariza-
do y es lo que generalmente se define como curtosis,
que para la curva Gaussiana toma el valor 3. Pearson
(1905) llamé a la cantidad B — 3 el «grado de curto-
sis» (degree of kurtosis), cuyo valor para la distribucién
normal es, naturalmente, cero. Comuinmente se define
también v, = 82 — 3 como el «exceso de curtosis».

Esta réplica tiene la nada despreciable extensién de 44 péginas, algo usual en los articulos o «memorias» (memoirs) que escribia Pearson.
Quizas sus estudios de Leyes (Magnello, 2005) hayan influido algo en su inclinacién a dar extensos argumentos de sus ideas.
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Para una completa revision del desarrollo del con-
cepto de curtosis por parte de Karl Pearson, recomien-
do el trabajo de Fiori & Zenga (2009).

3. Las interpretaciones

Karl Pearson, en distintos articulos, destacé la rela-
cion de la curtosis solo con el grado de achatamiento,
sin darle aparentemente otra interpretacion. Sin em-
bargo, algunos afios después otros autores comienzan
a sefialar que la curtosis también se relaciona con lo
pesado de las colas. Ronald Fisher, por ejemplo, sefiala
que la estadistica calculada a partir del cuarto momen-
to es «una medida de desviacion de la normalidad, en
este caso de tipo simétrico, mediante la cual el apice
y las dos colas de la curva aumentan a expensas de la
porcidén intermedia, o cuando el correspondiente para-
metro v» (= 2 — 3) es negativo, la cima y las colas se
reducen y los hombros se rellenan, formando una cur-
va relativamente plana en la parte superior» (Fisher,
1934). Student, citado por Yule & Kendall (1937), dio
una «mnemotecnia divertida» sefialando que «Las cur-
vas platictrticas, como el ornitorrinco [juego de pala-
bras con el término en inglés platypus], son rechonchas
con colas cortas. Las curvas leptoctrticas son altas con
colas largas como el canguro —ireconocido por “salta-
rin”! [lepping]». Dyson (1943) lo hace implicitamente
al establecer la condicién suficiente para que dos fun-
ciones de densidad tengan distintos valores de curtosis.
Finucan (1964), posteriormente, afirma que su articu-
lo «“redescubre” la interpretacion original de la curto-
sis como un indicador de “un prominente pico y una
prominente cola” en la curva de densidad».

Vemos que Pearson, siendo quien propuso la curto-
sis, no dio una interpretacién correcta y solo se refirié
al aplanamiento (o a la «puntiagudez»?) de la parte
superior de la curva de densidad. Esto habria sido en
parte corregido y ya aparece en los escritos de Fisher,
agregando el peso de las colas. Sin embargo, como
sefialan Dyson (1943) y Kaplansky (1945), algunos
textos de Estadistica como Rietz (1927), Yule & Ken-
dall (1937), Kenney (1939) y Aitken (1939) replicaron
la interpretacién exclusiva del aplanamiento de Pear-
son. Podemos agregar a esta lista a Snedecor (1946),
D’Ottone (1965), Garcia Hoz & Ferrer Martin (1966),
Snedecor & Cochran (1967), Cortada de Kohan & Ca-
rro (1970), Mood et al. (1974), Canavos (1988), Spie-
gel (1991), Norman & Streiner (1998), Espina Mar-
coni (1998), Casella & Berger (2002), van Belle et
al. (2004) y Martinez Gonzélez et al. (2014). Westfall
(2014) nombra y cita textual extractos de otros libros,
como Sapp (2006), Reinard (2006), McDonald (2007),
Taylor (2008), Lee et al. (2013), Coolican (2013) y

Katz et al. (2013), ademas de varios articulos de re-
vistas con revisién de pares.

También hay varios autores y autoras que dan la in-
terpretacion mixta, como la de Fisher. De acuerdo a Ba-
landa & MacGillivray (1988), la caracteristica de forma
que llamamos curtosis «puede ser vagamente definida
como el movimiento, independiente de la posicién y la
escala, de masa de probabilidad desde los hombros de
una distribucién hacia el centro y las colas». Esta in-
terpretacion es explicada con mas detalle por DeCarlo
(1997), quien sefiala (traduccién propia):

...1a curtosis representa un movimiento de
masa que no afecta la varianza. Considé-
rese el caso de curtosis positiva, donde las
colas mas pesadas son acompafiadas a me-
nudo por un pico mds alto. Notese que si
la masa se mueve simplemente desde los
hombros de una distribucién hacia sus co-
las, entonces la varianza también sera ma-
yor. Para conservar la varianza uno debe
mover también masa desde los hombros
hasta el centro, lo que compensara dismi-
nuyendo la varianza y dard un pico ma-
yor. Para la curtosis negativa, la varianza
se conservard si la masa se mueve desde
las colas y el centro de la distribucion ha-
cia sus hombros, resultando en colas livia-
nas y aplanamiento... La explicacién ante-
rior divide la distribucién en colas, hom-
bros y centro, donde para 5 los hombros
estan ubicados en y + o...

DeCarlo (1997) ilustra lo anterior comparando una
familia de distribuciones beta simétricas estandariza-
das y platictrticas, con distintos valores para el para-
metro de forma, con la distribucién normal estandar.
En la Figura 1 se muestran las graficas de estas dis-
tribuciones, en donde se observa el ensanche de los
hombros y la reduccién de las colas y el pico a medi-
da que decrece la curtosis (es decir, se hace mds ne-
gativa). El caso mds extremo es el bimodal, donde ~-
alcanza un valor considerablemente negativo®. En el
articulo DeCarlo discute que la negatividad de la cur-
tosis no se relaciona necesariamente con la bimodali-
dad, como habria planteado Darlington (1970), citan-
do contraejemplos de Hildebrand (1971) y Balanda &
MacGillivray (1988).

Es necesario aclarar que para interpretar la curtosis
de una distribucién estamos considerando como base
de comparacién una distribucién gaussiana con igual
varianza. En otras palabras, la curtosis indicara si nues-
tra distribucion tiene colas mas pesadas y/o es mas
puntiaguda en el centro* comparada con una distri-

2Aunque, de acuerdo al diccionario de la Real Academia Espafiola (https://dle.rae.es), este término no existe en espafiol, lo usaré aqui
como una traduccién del término peakedness, usado cominmente en inglés en el contexto de la curtosis.

3El valor minimo que puede tomar (2 es 1 (ver nota 10), por lo que el minimo de 2 es -2.

4Por ahora lo planteo asi, aunque la conclusién de este ensayo es que la curtosis es una medida solo del peso de las colas.
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bucién normal con la misma varianza que nuestra dis-
tribucién. También estamos aqui tomando en cuenta
que el grado de curtosis lo vemos de manera indepen-
diente de la asimetria de la curva. Todo esto es con-
sistente con la interpretacién original de Pearson. Para
discusiones sobre la relacién entre simetria y curtosis
y otras propuestas para medir esta ultima, se puede
revisar, por ejemplo, Balanda & MacGillivray (1988),
Royston (1992) y DeCarlo (1997).
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Figura 1. Comparacién de distribuciones beta simétricas
estandarizadas, con pardmetro de forma « y diferentes cur-
tosis, con la distribucién normal estdndar (modificadas de
DeCarlo (1997), Figura 5).

Con todo lo anterior, es dificil saber cual de las dos
interpretaciones, la Pearsoniana o la mixta (Pearsonia-
na combinada con las colas), ha sido la mas frecuente.
Lo que si es bastante claro es que la interpretacion ex-
clusiva del peso de las colas ha sido minoritaria. A con-
tinuacion describiremos dos publicaciones que, podria-
mos decir, barrieron con la version del aplanamiento.

4. Kaplansky (1945): el golpe mortal a la
interpretacion pearsoniana

En un articulo de tan solo una pégina, Kaplansky
(1945) entrega cuatro funciones de densidad, todas si-
meétricas en torno al origen, con media 0 y varianza 1,
con diferentes valores maximos en « = 0 y distintos
valores de curtosis®. Estos tltimos solo dependen del
cuarto momento central uy, ya que como la varianza
es 1, la curtosis es By = p4/0* = p4. Las funciones
dadas por Kaplansky (1945) se muestran en la Tabla
1°.

En el articulo, asi se expresa el problema y su obje-
tivo (traduccion propia):

En muchos textos se establece que una cur-
va de frecuencia con curtosis positiva es
mayor en el entorno de la media que la co-
rrespondiente curva normal, mientras que
una con curtosis negativa es menor. Con
la esperanza de aclarar este error, ofrece-
mos en esta nota cuatro ejemplos mostran-
do que puede ocurrir cualquier combina-
cién de puntiagudez [peakedness] en la me-
dia y curtosis.

En efecto, de la Tabla 1 vemos que las funciones f;
y fo son «platictrticas» (4 < 3), pero f;(0) es menor
y f2(0) es mayor que la densidad gaussiana en = = 0,
que toma aproximadamente el valor 0,399. Lo mismo
ocurre con f3 y f4, ambas «leptocurticas» (g4 > 3).
Esto se muestra en las graficas de la Figura 2.

No cabe duda que Kaplansky logré su objetivo y re-
futd, en un sentido «Popperiano» podriamos decir, la
interpretacion Pearsoniana. Ahi debié morir tal inter-
pretacién, pero de alguna manera sobrevivid. Quizas,
creo, el excesivo laconismo del articulo (o nota) haya
influido. Posiblemente, aunque mantuviera el caracter
breve de su nota, si hubiese agregado las gréficas de las
funciones hubiese quedado claro el punto, ya que sal-
ta a la vista de inmediato (ver Figura 2), y su impacto
habria sido més efectivo. No lo podemos saber.

Considerando que Kaplansky se enfocé solo en las
puntas o maximos de las distribuciones, podriamos in-
ferir que era parte de quienes no sabian de la inter-
pretacion de las colas. Sin embargo, si miramos con
aumento hacia los extremos de las distribuciones, co-
mo se muestra en la Figura 2, podemos notar que las
funciones «platictrticas» f; y fo tienen colas menos pe-
sadas que la distribucién gaussiana, mientras que las
«leptocurticas» f3 y f4 presentan la caracteristica con-
traria. Si bien no podemos generalizar esto a partir de
cuatro casos, si tenemos un valioso ejemplo en que la
curtosis se relaciona solo con lo pesado de las colas.
Seguramente Kaplansky no lo vio ya que no era lo que
pretendia encontrar, y es posible que esto no hubiese
sido distinto aun incluyendo las gréficas, lo que daria
la razén a lo afirmado por Whitehead (1925) (citado
por Taleb (2008)):

Llegar muy cerca de la teoria correcta y
captar su aplicacion exacta son dos cosas
muy distintas, como bien nos ensefia la his-
toria de la ciencia. En todo lo importante,
siempre ha habido alguien que lo ha dicho
antes pero no lo ha descubierto.

5Los momentos, el valor en el origen y que la integracién en el dominio de los ntimeros reales sea 1 lo verifiqué usando R.
6Les he cambiado los nombres respecto a cémo las llamé Kaplansky (1945), y las ordené segtin sus valores de curtosis para facilitar el

analisis.
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Tabla 1: Funciones de densidadt dadas por Kaplansky (1945).

Funcién Valor en z = 0 (maximo) Curtosis (82)
3V3
fi(z) = 16\\;(2 + g2)e32"/4 0,367 2,67
1 (9 )\ _.»
3 2 1 9 2
= —z/2 _ _~ (2 4) e 0,387 3,13
fS(x) 2\/%6 6ﬁ(4+x>e ) 9
1 _12/4 —IZ
falz) = ﬁ(e +4e™*7) 0,470 4,50

t Todas con primeros momentos j =0, 02 = 1y u3 = 0.

s Mt
it sl o e o i st

—4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
x
Figura 2. Funciones de densidad dadas por Kaplansky (1945) y la densidad Gaussiana (linea punteada). En el
grafico superior se muestran las funciones «platictrticas» f, y f2. En el grafico inferior se muestran las
funciones «leptoctrticas» f3 y fs.
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5. Westfall (2014): el tiro de gracia

Con el sugerente titulo Kurtosis as Peakedness,
1905-2014. R.I.P., Westfall (2014) comienza repasan-
do la gran cantidad de fuentes bibliogréficas, tanto li-
bros como articulos de prestigiosas revistas, que con-
tinuaban a la fecha reproduciendo las interpretaciones
Pearsoniana y mixta (ya he mencionado los textos en
la seccion 3).

Westfall sefiala que «Quizas la persistencia del tér-
mino “puntiagudez” [peakedness] viene de personas
que miran los histogramas de datos con colas pesa-
das y ven un “pico” [peak] fuertemente pronunciado».
Para apoyar esta impresiéon usa una muestra aleato-
ria de 1.000 datos simulados desde una distribucion
Cauchy’, cuyo histograma se muestra en la Figura 3.
Agrega que «Fl grafico parece mostrar un visible “pico”
angosto en el centro, pero esto es solo un artefacto de
la escala del eje . Son los outliers, esto es, las colas, lo
que determina su apariencia».

300
|

Frecuencia

100
|

[ I I I 1
-800 -600 -400 -200 0

Figura 3. Histograma de una muestra aleatoria Cauchy de
tamafio 1.000. Las lineas punteadas corresponden al interva-
lo Z + o (modificado de Westfall (2014), Figura 1).

Luego, considerando la media y la desviacion es-
tandar empiricas, Z = —1,55y s = 34, 858, respectiva-
mente, construye la variable z; = (z; — Z)/s. Entonces,
la curtosis empirica es

1

By = ——

4
- iy 1.
000 2 24 = 437,387

(2)

Separando la curtosis en la porcion dentro y fuera

de una desviacién estandar tenemos

_ 1 4 1 4
B2 = To00 %+ 1000 Zi

[2:]<1 [2:]>1

(3

0,0073 + 437,3798 = 437, 3871.

De (3) se desprende que, para esta distribucion, la
porcidn de curtosis determinada por la parte central es
0,0073/437,3871 = 0,000017, es decir, i17 millonési-
mas!

En la segunda parte de su argumentacién, West-
fall usa tres distribuciones simétricas, llamadas «torre
del diablo» (devil’s tower, plana en la porcidn central),
«triangular» (puntuda en el centro) y «vestido lence-
ro» (slip-dress, bimodal con picos infinitos). Muestra un
grafico con estas tres distribuciones, que tienen todas
curtosis B2 = 2,4, y luego otro grafico con las mismas
tres con B2 ~ 6000. Ambos gréficos lucen idénticos.
Con esto el autor justifica el titulo de la seccién: «Ni
una curtosis grande ni una pequefia entregan informa-
cién util acerca de la forma de la punta».

Antes de entregar su argumento mas general, el
autor sefiala que «la nocién de que « [f2 para noso-
tros] es informativo sobre el pico de una distribucion
es sospechosa: los valores esperados son promedios, y
los promedios estan fuertemente influenciados por los
extremos». Esta reflexién es totalmente razonable y pa-
rece demasiado obvia, por lo que llama la atencién que
tan pocos lo hayan notado en mas de un siglo, descon-
tando, por cierto, al propio Pearson.

Siguiendo a Westfall (2014), supongamos que
nuestro interés se centra en la variable aleatoria X que
sigue una distribucién con media p, varianza o2, cuar-
to momento py y curtosis fSo. Definamos Z = (X —
p)/o. Es claro que E[Z*] = B,°. Sea h una cantidad
positiva, Fz la distribucién de Z y A, = {z : |z| < h}
una porcion central de Fz. Siguiendo la idea de (3), la
curtosis la podemos particionar como

B = / 2AdFy = / ZAdF, + / 2AdF,
z Ay, A 4

= Ch +Tha

donde Af es el 4rea no central (la union de las dreas

correspondientes a las colas, el complemento de Aj),

Cp = [ A, 2*dFy es la porcién central de 3, y T}, =

f As 2*dF es la porcién no central o de las colas de /3.
Para la porcién central tenemos

2| < h
A< pt
h h h
/ 2AdFy g/ hidF; = h4/ dF; < h?,
—h —h —h
N——
<1

"Declara hacerlo con la funcién rcauchy de R con la semilla 12344, lo que pude verificar.

8

9B(Z4) = Kxguﬂ S HCS g,

o4 o4

«usando n en el denominador para que corresponda a la distribucién empirica» (Westfall, 2014).
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es decir,
0<Cp <ht,

y sumando 7}, tenemos

Ty < B2 < Tp, + h*. 5)

Westfall demuestra que si la funciéon de densidad
de Z? es decreciente en el intervalo [0, 1], entonces el
valor esperado de Z* en la porcién central estd acota-
do superiormente por 1/2. La misma cota se cumple si
la densidad de Z es simétrica y se cumple que f(z)/z
es decreciente para 0 < z < 1.

En forma general, si miramos con detencién la des-
igualdad (5), vemos que si la porcidn de las colas crece
mucho, las cotas inferior y superior de 3, van a estar
dominadas por Tj,. Esto es mas claro atn si pensamos
que h no puede ser demasiado grande (de modo que
represente efectivamente una zona central de la distri-
bucién y no se extienda hacia la zona de las colas).
Particularmente, para Z el valor de h deberia ser 1
si consideramos la definicién dada cominmente para
los «<hombros» de la distribucién (como lo hace DeCar-
lo (1997)), aunque podriamos perfectamente definirlo
con un valor menor. En cualquier caso, una cota razo-
nable es h < 1, es decir, h* < 1. Luego

Th < B <Tp+ 1. (6)

De (6) tenemos que si la porcion de las colas tiende
a cero, B2 quedaria acotada entre 0 y 1, lo que equivale
a que B2 = 1 (su valor minimo!?). Con todo lo dicho,
queda claro que las colas explican una proporciéon mu-
cho mayor de la curtosis que el centro.

Lo anterior, evidentemente, no es una demostra-
cién formal. Tampoco Westfall (2014) la entrega (salvo
para los casos particulares mencionados), pero la ins-
peccién y el andlisis que hace de estas desigualdades, y
que he intentado transmitir aqui, es bastante sdlido, en
mi opinién, como para convencernos de su argumento.

Para finalizar y otorgar evidencia mas tangible, el
articulo de Westfall entrega la proporciéon de curto-
sis determinada por el centro ( fu e 2*dFy), para va-
rias distribuciones de probabilidad conocidas. Las dis-
tribuciones estdn ordenadas desde la proporcién cen-
tral mayor a la menor. Solo algunas especiales, como
Bernoulli y normales mezcladas, presentan una pro-
porcién central grande o importante en la curtosis, pe-
ro en la gran mayoria esta proporcion no llega al 10 %.
Parece bastante razonable, entonces, estar de acuerdo
con la conclusién de Westfall (2014) (traduccién pro-
pia):

... la curtosis te dice muy poco sobre el pico
o centro de la distribucién. De este modo,
la curtosis no deberfa definirse nunca en
términos de la puntiagudez [peakedness].

Hacerlo es contraproducente con el propé-
sito de fomentar la alfabetizacién estadis-
tica. La relacion de la puntiagudez con la
curtosis se acaba oficialmente ahora.

Tabla 2: Proporcién de curtosis determinada por la
parte central i + o para varias distribuciones de
probabilidad (Westfall, 2014).

Distribucion Curtosis (52) Centro
Ber(1/2) 1,00 1,000
Ber(1/2+¢) 1,00 0, 500
AIN(=9,1)+ IN(9,1) 1,05 0,352
iIN(-2,1)+ IN(2,1) 1,72 0,099
Uniforme 1,80 0,064
Vestido lencero 2,40 0,063
Torre del diablo 2,40 0,055
IN(-1,1) + IN(1,1) 2,50 0,048
Triangular simétrica 2,40 0,045
Normal 3,00 0,037
t(10) 4,00 0,028
Logistica 4,20 0,026
Exponencial 9,00 0,023
Laplace 6,00 0,015
t(5) 9,00 0,012
Empirica (Figura 3) 437,4 1,7%x107°

6. Reflexiones finales y conclusion

La curtosis, al igual que la asimetria, nacié como
una propuesta de Karl Pearson para evaluar si la distri-
bucién tedrica Gaussiana se ajusta a una distribucion
empirica dada. Este problema fue trabajado también
por otros autores (Hald, 2004), aunque fue Pearson
quien profundizé mds en él, motivado justamente por
los hallazgos en datos reales. Se enfrent6, muy en su
estilo, a otros investigadores que seguian la doctrina de
la distribucién normal como modelo probabilistico pa-
ra muchas (si no todas) las distribuciones encontradas
en la naturaleza.

Sin embargo, en esta historia ocurrié un hecho po-
co usual: el propio creador de la medida dio una in-
terpretacion errénea de la misma, lo que se propagd y

10Sea la funcién u(X) = X2. Dado que u es convexa se cumple la desigualdad de Jensen: E[u(X)] > w(E[X]) (Resnick, 2005). Ahora,

sea X = Z2, luego E[Z%] > (E[Z?])? = 1, es decir, 32 > 1.
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se extendid en el tiempo (probablemente influencia-
do por la autoridad que representaba Pearson en la
Biometria y la Estadistica). Esta interpretacion erronea
consiste en sefialar que la curtosis es una medida de
la «puntiagudez» (peakedness) de la distribucién. Algu-
nos aflos mas tarde surgi6 una segunda interpretacion
que se mezcld con la original: que la curtosis mide lo
puntiagudo y el peso de las colas de la distribucién. Si
bien esta interpretacion «mixta» aparece sefialada por
Fisher tempranamente, no sabemos si fue el primero
en hacerla publica.

Segun lo expuesto en este ensayo, a mi juicio hay
dos hitos relevantes y decisivos que derriban la inter-
pretacidon Pearsoniana de la puntiagudez y favorecen
la interpretacién de las colas. El primero es el articu-
lo de Kaplansky (1945), que entrega ejemplos de fun-
ciones de densidad donde ya sea la curtosis en exce-
so (leptocurtosis) o en defecto (platicurtosis) pueden
ocurrir independientemente de si la densidad al cen-
tro de su distribucion estd por encima o por debajo del
de la curva Gaussiana. En mi opinion, este articulo re-
futa inapelablemente la interpretacion Pearsoniana al
entregar casos particulares que la contradicen. Por lo
mismo, es llamativo que varios autores que han escri-
to sobre este tema citen a Kaplansky (1945) y luego
hayan seguido incluyendo la parte central de la distri-
bucién dentro de la interpretacién, por ejemplo Finu-
can (1964), Balanda & MacGillivray (1988) y DeCarlo
(1997).

El segundo hito es el articulo de Westfall (2014), en
donde muestra en forma general que las colas son las
que mas determinan el valor de la curtosis, mientras
que el centro de la distribucion tiene un papel secunda-
rio y cada vez menor, llegando a constituir una fraccién
despreciable, a medida que la curtosis crece. En otras
palabras, la magnitud de la curtosis en realidad esta-
ria relacionada con la extensién de la colas, desde su
valor minimo 1 (ausencia de colas), pasando por el 3
(colas idénticas a la curva gaussiana) y extendiéndose
indefinidamente (colas muy pesadas).

Lo expuesto implica, en términos prdcticos, inter-
pretar una mayor curtosis como una sefial de mayor
propensién a observar valores extremos, es decir, ob-
servaciones alejadas del centro de la distribucién, con
posibles consecuencias para la detecciéon de anomalias
y la eleccién de métodos estadisticos robustos.

De acuerdo a todo lo anterior, es necesario que eli-
minemos de nuestro lenguaje estadistico, tanto en in-
vestigacién como en docencia, el concepto de curtosis
como una medida de lo puntiagudo de una distribu-
cién y la usemos, y ensefiemos, como una medida ex-
clusivamente del grueso o peso de las colas. Es un error
que se ha prolongado por demasiado tiempo y que de-
bemos corregir.

Agradecimientos

Quiero agradecer a mis colegas Pia Mufioz Queza-
da y Felipe Medina Marin por sus valiosos comentarios
y sugerencias (el penultimo parrafo es una sugeren-
cia casi textual del profesor Medina). Estos permitie-
ron mejorar el escrito y lograr esta version final (nunca
perfecta, pero mejor que la original y la mejor que se
pudo).

Referencias

Aitken, A. C. (1939). Statistical Mathematics. Oliver
and Boyd.

Balanda, K. P., & MacGillivray, H. L. (1988). Kurtosis:
A Critical Review. The American Statistician,
42(2), 111-119. https://doi.org/10.2307/268
4482

Canavos, G. C. (1988). Probabilidad y Estadistica. Apli-
caciones y métodos. McGraw-Hill.

Casella, G., & Berger, R. L. (2002). Statistical Inference
(2nd edition). Cengage Learning.

Coolican, H. (2013). Research Methods and Statistics in
Psychology (5th edition). Routledge.

Cortada de Kohan, N., & Carro, J. M. (1970). Estadisti-
ca aplicada (4a edicién). Editorial Universita-
ria de Buenos Aires.

Darlington, R. B. (1970). Is Kurtosis Really “Peaked-
ness?” The American Statistician, 24(2), 19-22.
https://doi.org/10.2307/2681925

DeCarlo, L. T. (1997). On the Meaning and Use of Kur-
tosis. Psychological Methods, 2(3), 292-307. ht
tps://doi.org/10.1037/1082-989X.2.3.292

D’Ottone, H. (1965). Elementos de Estadistica bdsica
(2a edicién). Cooperativa de Cultura y Publi-
caciones, Ltda.

Dyson, F. J. (1943). A Note on Kurtosis. Journal of the
Royal Statistical Society, 106(4), 360-361. http
s://doi.org/10.1111/j.2397-2335.1943.tb015
74.x

Espina Marconi, L. (1998). estadistica Elemental (6a
edicién). Espina Marconi.

Finucan, H. M. (1964). A Note on Kurtosis. Journal of
the Royal Statistical Society: Series B (Methodo-
logical), 26, 111-112. https://doi.org/10.111
1/j.2517-6161.1964.tb00545.x

Fiori, A. M., & Zenga, M. (2009). Karl Pearson and the
Origin of Kurtosis. International Statistical Re-
view, 77(1), 40-50. https://doi.org/10.1111/j
.1751-5823.2009.00076.x

Fisher, R. A. (1934). Statistical Methods for Research
Workers (5th edition). Oliver and Boyd.

Garcia Hoz, V., & Ferrer Martin, S. (1966). Estadistica
Aplicada a la Educacion y Ciencias Humanas.
Ediciones RIALP.

Inferencias — Boletin de Bioestadistica

Programa de Bioestadistica, Escuela de Salud Ptblica, Universidad de Chile

Numero 16, Afio 2026
Pagina 17


https://doi.org/10.2307/2684482
https://doi.org/10.2307/2684482
https://doi.org/10.2307/2681925
https://doi.org/10.1037/1082-989X.2.3.292
https://doi.org/10.1037/1082-989X.2.3.292
https://doi.org/10.1111/j.2397-2335.1943.tb01574.x
https://doi.org/10.1111/j.2397-2335.1943.tb01574.x
https://doi.org/10.1111/j.2397-2335.1943.tb01574.x
https://doi.org/10.1111/j.2517-6161.1964.tb00545.x
https://doi.org/10.1111/j.2517-6161.1964.tb00545.x
https://doi.org/10.1111/j.1751-5823.2009.00076.x
https://doi.org/10.1111/j.1751-5823.2009.00076.x

Hald, A. (2004). A History of Parametric Statistical In-
ference from Bernoulli to Fisher, 1713 to 1935.
University of Copenhagen.

Hildebrand, D. K. (1971). Kurtosis measures bimoda-
lity? American Statistician, 25(1), 42-43. https
://doi.org/10.1080/00031305.1971.1047724
1

Kaplansky, I. (1945). A Common Error concerning Kur-
tosis. Journal of the American Statistical Asso-
ciation, 40(230), 259-259. https://doi.org/10
.1080/01621459.1945.10501856

Katz, D. L., Elmore, J. G., Wild, D. M., & Lucan, S. C.
(2013). Jekel’s Epidemiology, Biostatistics and
Preventive Medicine (4th edition). Elsevier.

Kenney, J. F. (1939). Mathematics of Statistics. D. Van
Nostrand Company, Inc.

Lee, C. F., Lee, J. C., & Lee, A. C. (2013). Statistics
for Business and Financial Economics (3rd edi-
tion). Springer.

Magnello, M. E. (2005). Pearson, Karl. En P. Armitage
& T. Colton (Eds.), Encyclopedia of Biostatis-
tics. John Wiley & Sons, Ltd.

Martinez Gonzélez, M. A., Sanchez-Villegas, A., Tole-
do Atucha, E. A., & Faulin Fajardo, J. (2014).
Bioestadistica amigable (3a edicion). Elsevier.

McDonald, T. H. (2007). Basic Concepts in Statistics
and Epidemiology. Radcliffe.

Mood, A. M., Graybill, F. A., & Boes, D. C. (1974). In-
troduction to the Theory of Statistics (3rd edi-
tion). McGraw-Hill.

Norman, G. R., & Streiner, D. L. (1998). Biostatistics.
The Bare Essentials. B.C. Decker Inc.

Pearson, K. (1902). On the Mathematical Theory
of Errors of Judgement, with Special Refe-
rence to the Personal Equation. Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Se-
ries A, Containing Papers of a Mathematical or
Physical Character, 198, 235-299. https://doi
.0org/10.1098/1s5ta.1902.0005

Pearson, K. (1905). “Das Fehlergesetz und Seine Verall-
gemeinerungen Durch Fechner und Pearson.”
A Rejoinder. Biometrika, 4(1/2), 169-212. htt
ps://doi.org/10.2307/2331536

Ranke, K. E., & Greiner. (1904). Das Fehlergesetz
und Seine Verallgemeinerungen Durch Fech-
ner und Pearson. Archiv fiir Anthropologie, II,
295-331.

Reinard, J. C. (2006). Communication Research Statis-
tics. Sage.

Resnick, S. I. (2005). A Probability Path. Birkhduser.
Rietz, H. L. (1927). Mathematical Statistics. The
Mathematical Association of America.
Royston, P. (1992). Which Measures of Skewness and
Kurtosis are Best? Statistics in Medicine, 11,
333-343. https://doi.org/10.1002/sim.478

0110306

Sapp, M. (2006). Basic Psychological Measurement, Re-
search Designs, and Statistics Without Math.
Charles C. Thomas.

Snedecor, G. W. (1946). Métodos de Estadistica: su apli-
cacion a experimentos en Agricultura y Biologia
(4a edicion). Acme Agency.

Snedecor, G. W., & Cochran, W. G. (1967). Statistical
Methods (6th edition). The Iowa State Univer-
sity Press.

Spiegel, M. R. (1991). Estadistica (2a edicién).
McGraw-Hill.

Taleb, N. N. (2008). El cisne negro. El impacto de lo al-
tamente probable. Paidds.

Taylor, S. E. (2008). Kurtosis. En S. Boslaugh & L.-A.
McNutt (Eds.), Encyclopedia of Epidemiology.
Sage Publications.

van Belle, G., Fisher, L. D., Heagerty, P. J., & Lumley,
T. (2004). Biostatistics. A Methodology for the
Health Sciences (2nd edition). John Wiley &
Sons, Inc.

Westfall, P. H. (2014). Kurtosis as Peakedness,
1905-2014. R.I.P. The American Statistician,
68(3), 191-195. https://doi.org/10.1080,/000
31305.2014.917055

Whitehead, A. N. (1925). Science and the Modern
World. MacMillan Company.

Yule, G. U., & Kendall, M. G. (1937). An Introduction to
the Theory of Statistics (11th edition). Charles
Griffin & Company, Ltd.

Inferencias — Boletin de Bioestadistica

Programa de Bioestadistica, Escuela de Salud Ptblica, Universidad de Chile

Numero 16, Afio 2026
Pagina 18


https://doi.org/10.1080/00031305.1971.10477241
https://doi.org/10.1080/00031305.1971.10477241
https://doi.org/10.1080/00031305.1971.10477241
https://doi.org/10.1080/01621459.1945.10501856
https://doi.org/10.1080/01621459.1945.10501856
https://doi.org/10.1098/rsta.1902.0005
https://doi.org/10.1098/rsta.1902.0005
https://doi.org/10.2307/2331536
https://doi.org/10.2307/2331536
https://doi.org/10.1002/sim.4780110306
https://doi.org/10.1002/sim.4780110306
https://doi.org/10.1080/00031305.2014.917055
https://doi.org/10.1080/00031305.2014.917055

